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��� ������ �� ��� ����� ����������� ������� �������� �� ��� ����� ��
��� ������ �������� ���� ��������� ��� ����������� �������� ���������� ���
��������� ������������������� � ����� �� ������ ����������� ���� �����
����� ������ ���� �� ��� ������ �� � ����� �� ������ ���� ��� ������ �� ����
��� ������ ���� ������� ����� ���� �� ���� ������� ������ ���� ������
��� ��� ����� ��� ������� ������ ����� ������ ���� ���� ��� ��� ���������
�� ��� ���� �� ����� �� ����� ������� ��� ��� ��� ��� ��������� ����� �� �
������� �������� ����� ���� ����� ������ ������������ �������� �������
������ ���� ��� ��� ������� ������� ���� ������� �� ��� ������ ����� ���
��������� ��� ����� ����� �������� ��� ��� ��� ����� �� ����� ������� �����
����� ������ ������ ��� �������� ����� ��� ������� � ��� ��� ����� ������
� ���������� ������� ��� �����
����� ���� ���� �������� �� ����� �� ���������� ��� ������� �� ���������

������� �� �� �������� ���� ������� ���� ����������� ��� ����������� �� �����
��� ���������� ����������� ���� ����� ��������� � ������� ����� ������
�� �� ������ ��� ������� ����������� ������� ������ ��� ��� ��� ����� �������
���� ��������� �������� ��������� ��� �������� �� ��� ����� ������� ��
����������� �� ��� ���� ��� ��� � ������ �� ��� ������ ��� ��� ����� �������
������������� ��� �������� �� ������� ����� �������������� �����������
�� ����������� �� ������ �� ���� ������ ������ �� ���� ������ ���� ��
������ ���� ���� �� ��������� ���� ������� ���� ����������� ��� ��������
������ ��������� �� ��������� �� �������� ������� �� ��� �������� �� ���
����� ������ ��� ������������� ��� �������� ������ ������ � ����������� ���
��� ������ ��� ������ ���� ������� ����� �� �������� ���� ��������� �
��� ���� ��������� �� ���� ������ � ����� ��� ����������� ���� �����������
�������� ��� ��������� ������ ������ ���������� ������������� �� �������
��� �� �� ��� �������� �� ����������� ��� �������� ������� � �������� ����
�������� �� �� ���� ������������ ��� ��������� ����� �� ��� � ������� ��
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��� ����� �� ���� ������ �� ����� ��������������� ����� ��� ���� �� �����������
��� ������� ������ ρ ��� σ ���� ���� ������������ �� ��� ���� ����� �� ����
���� ���� ���������� ������� ��� ����� ������ ���� ��� ������� ����� �����������
�� ��� �������������� ��������� �� ����� �� P��������

E = 1
2 − 1

4�ρ − σ�1� ����
�.�1 ������� ��� ����� ����� ���� ����������� �� �� ������� ���� ��

β�������� =
1

2
�ρ− σ�1,

�������� ���� ��� �������� ����������� ��� �� ������������ �� ��� ���������
���������� ���� ����� ����������� ������ �� ���� �� �� ��������� ������� �� ����
����� ��� ���������� ����� �� ���� �� �� ����� �������������� ����� �������������
����������� �������� �� ����������� ��� �� ������ ���� �� ���� ���� ������ ��
��� ����������� ��������� ���� �� ����� �� � ������ ��������������� ��������
���� {Mk}nk=1� ���������� ��� ���� ��� �� ������ ��� ������ ρ ��� σ �� ���
��� ����������� {Mk}nk=1� �� ��� ��������� ���� ��������� �������������� ��
����������� ��� ����������� ��������� ���� � ������ �������

M : D (X ) → Rn
+,

ρ �→
n�

k=1

|k�tr (Mkρ)

���� �������� ���� ������� ��������� ���� ����������� ������� �������� ���
����������� ������ ���� �������� ������ �� ��� ������� p = M (ρ) ��� q =
M (σ)� ��� ������� ���� ���������� ��� �������������� ����� ������� �� ����� ��
��� ������� ���������� ���� ��� ������� ��

βM =
1

2
�p− q�l1 =

1

2
�M (ρ− σ) �l1 ,

����� �.�l1 ������� ��� l1������ �� �� ������� �� ������� ���� ������ ���� ��
���������� ����� ���� ��� ��� �� ����� �� �� �� ������ ��� ��������� λ, µ > 0
���� ����� ��� �������� ���� ������ ��� �� ���������� �����

λ�ρ− σ�1 ≤ �M (ρ− σ) �1 ≤ µ�ρ− σ�1 ∀ρ, σ ∈ D (X ) .

���� ���� ��� ��������� �� ��������� ������� ������ ����������� �� �� ���������
��������� ��������� ��������� ��������� ���� �� ��� ������� ���� ��������
�����������

λ�X�1 ≤ �M (X) �1 ≤ µ�X�1 ∀X ∈ Herm (X ) ���� tr (X) = 0� ���

�������� ��� ������������� ����������� ������ ������� ���������� �������� ����
������ ������ λ̃ ��� µ̃�

λ̃�X�1 ≤ �M (X) �1 ≤ µ̃�X�1 ∀X ∈ Herm (X ) . ���

�



���� ���� ��������� λ̃ ≤ λ ��� µ ≤ µ̃� �� ��������� �� ������ ��� �� ������
���������� ��� ��������� ������� �� ���� �������� �� ��� ��� ������� ��� ���� ���
������� ������ �������� ���� ���������� � ����

�X�M := �M (X) �1 ∀X ∈ Herm (X )

�� ��� ����� ����������� ������ ����� Herm (X )� ���� ���� ����� �� �����
��������� ��� �� ������� ��� ��� ����������� ���� ���� ��� ����� ��� ����������
�� ����� ����������� ������ ������� �� ����������� ���� ������� ���� ��� ���������
λ̃ ��� µ̃ ���� ���� λ ��� µ �� ����� ��� ����������� �� �������� ��� ���
������������� ����� ���� ���� ��� �������� λ �� ��� �� ����������� ������� �� ���
�������� λ̃ �� ��� ���

1

2
λ ≤ λ̃ ≤ λ. ���

��������� ����� ��� ��������� ��� ���������� �� �� � �������������� ������ ��
�� �� ��������� ��� �������� µ ≤ µ̃ ≤ 1 ��������� ������ �� ������� � �����
��������� ��� ��������� ����� �� �������� ��� �� ���������� ������

��� ��������� λ ��� µ ���� ����������� ����������� ��� �� �������� ����
������ ���� ������ ��� ������� ����������� ���� βM �� ��� ����������� �������
�������� ���� β���������

• ��� �������� λ ��� �� ����������� �� � ����� ���� ������� ��� ��� ����
�������� M� ��� ��� ��� ������ ρ, σ ∈ D (X )� ��� ������� �����������
���� βM �� �� ����� λ������ �� ���� �� ��� �������� ���� β���������

• ��� �������� µ ������ �� � ����� �� ������� ������������ ��� ��� ���
������ ρ, σ ∈ D (X ) ��� ������� ����������� ���� βM �� �� ���� µ������
�� ���� �� β�������������� µ ≤ 1��

���� � ����� ���� ������� λ �� ������������ ��������� ��� ��� ����������� ���
�������� ������������ ���� ������� ����� �� ������� ����� ���������� ��� ��
�������� ������ �� �� ������� �� ���� ��� ���������� ���� ������ ����������� � ��
�� ����� �������� � ���� ���� ��������� ���������� ���� �� ��������� ��� �����
�� ��� ����� ����� ����� ���� ���� ��������� ���� ���� �� �� �������� �� ���
��� ������������ �������� ������ ��� ��� ������� ����� �� ��� ��������� ��
���� �� ��� ��� ��������� ������������ �� ���� ����� ������ ��� ��� �������
���� ������� ���� λ �� ����� ������� �� � ����������� ������ ������������
�� 1√

d
, ����� d = dimX � ��������� ��� ���� ��������� λ ��� λ̃ �����������

������ �� ��� ��������� �� ��� ���������� ������� ������
����� ���� ����� ��� ������� ��� ���� ����� �� ��� ����� �������� �� ��

����� �� �� ���������� ��� �� ���� ���� �� ����� ������ ��� ������� ���
��������� ���������� ������ �� ����� �� ��� � ����������� ���������� ����� ��
µ ��� ��������� ���� ������������� ���� ������ �� �������������� ���������
��� ������ �������� �� � ����������� ����� ��� ��� ��� �������� �� ������� �� ��
���� �� ������� ��������� �� ���� �����������

�� ������� � �������� �������� ����� �������� ������� ������� �������
�������� ��� ����������� ������������

�



��� ��� ���� �� ������������������ �� ������ ������� � �� ����������� ���
������������ ��� �������� �������� ���� ��� ��������� ��� ��� �����

��� ���������� ����������� ��� �������� ���� ������ ��������� ��� ����
������ �� ���� �� ������������ �� ��������� �� ������� ��

�� ������� � �� ������� ��� ������������� ��� �������� �� ���� ����� ���
���� ���� ��������� ��� �������� ������ �� ���������� ���� �� �����������
��������� �� ��������� ��������� ���� � ������� ����������� ���������
�� ������� ��� �� ��������� ��� ���� �������� ����� �� �� ��������� ������� ��
���� ��� ���� ���� ������ ������������ ���� ������ ��������� ����������� ��
�������� ��� ���������� ����� �� ��� ��� ���������� ��������� ���� ��� �� ���� ���
�������� �������� ���� ��� ������ �� �������� �� ��� ��� ������ ���� � ���������
������ ��� ���������� λ̃ ��� λ ��������� ��� ������� ��������������� ��������
������������� ��� ����� ���������� � ��������� �� ���� ������������ ����
��� ������� ���� �� ���������� �������� ��������� ���� �������� ������ ��
�� ��������� λ ��� λ̃ ���������� ��� ��������� ��� ������ ���� ������ �� ��������
��� ������ ��� ����� ��������� �� ���� ��� � ������� ���� ������������ �
������� ��������� ������ ����� ��� ����� ������ �� ��� ���� ��������� ���� ���
�� ��������� ����������� ��� ������� �������� �� ���� ���� ��������� �� ��������

���������
�� ������� ��� �� ������� ������� ��������� ������ ��� ������� ��������� ��
�� �������� �� ������������ ��� ����������� M �� � �������� ���� ������ ���
�������� ��� ���� ��������� λ ��� µ �� ������� ������� �� ���������� ��������
������� Φλ ��� Φµ� �� ���� �� �������� ������������ �� ����� ��������������
���� ������ ������� �� {Mk}k� ����� ��� ������� ������ ����� �� �� ���� ��
�������� �� ��� ��� ������� ���� �� � ��������������� ������� ������ ����
������ � ���������� ����� ����� �� λ ��� � ��������� �������� ����� ����� ��
µ �� ���� �� � ��� �������������� ��� ��� ������� ���� �� ����� �� ������
������������

�� �������� ��� ������ ���� � ������� �������� �� ��� �� �������� ����
������� � ������ � ����� ������� ������������

� ������������ ��� �������� ����������

��� ����� �������� ��� ��������

�� ��� ������ �� ������� ����� ������� �������� ��� �� ��� ��� ��� ������� ������
������� ��������� ��� ��������������� ��� ��������� ������� �� ����� ��������
������ �������� �������� ���� ������ ��������

����� ������

��� ������� X � Y� Z ��� W ������ ������� ������ ������ �� ��� ���� Cn ���
���� n ∈ N� ����� �������� ��� ��������� ���� n������������ ������ ��������

�



��� ��� ���� ������� x, y ∈ X � Cn �� ����� ��� �������� ����� ������� ��

�x, y� =
n�

i=1

x̄iyi,

����� ��� ��� ������� ������� ������������ ����� ���� ������ �������� �� �����
��� ��������� ���� ��

�x�2 =
�
�x, x�

��� ��� x ∈ X � �� ������ ��� ���� ������ �� X

S (X ) = {x ∈ X : �x�2 = 1} ,

��� ���� ��� j��� �������� ������ �� X ej �

����� ���������

��� X = Cn ��� Y = Cm ��� ������� ������ ����� ���������� �� ��� ������
�������� A : X → Y �� ������� L (X ,Y)� ���� �������� ��� ������ ����������
�� �������� ���� ����� ���� ��� ����� �� ������� n ×m��������� �� ��� �����
���� ��� ������������� L (X ,X ) �� ��� ��� ��������� �������� L (X )� ���
�������� �������� �� L (X ) �� ������ IX � ��� ���� A ∈ L (X ,Y) �� ����� ���
������� �������� A∗ ∈ L (Y,X ) �� �� ��� ������ �������� ���� ��������

�x,Ay� = �A∗x, y� ∀x, y ∈ X .

��� ��������������� ������� �� L (X ,Y) �� ������ ��

�A,B� = tr (A∗B) ∀A,B ∈ L (X ,Y) ,

����� tr : L (Y) → C ������� ��� ����� ��������� �� ����������� ��� ������
x ∈ X ���� ��� ������ ������� �����

|x� : C → X ,

α �→ αx,

�� ��� ����� ��� ������� ����� �� �� ��� ������ �������� �x| : X → C �����
�������� �x||y� = �x, y� ∀y ∈ X � �� ���� ��������� �������� ����� �� ���������
���������� ���� �������

• �� �������� X ∈ L (X ) �� ��������� �� X∗ = X� �� ������ ��� ��� ��
���� ��������� Herm (X )�

• �� �������� X ∈ L (X ) �� ��������� �� tr (X) = 0� �� ���� ��� ��� �� ���
���� ��������� Ltr=0 (X )

• �� �������� P ∈ L (X ) �� �������� ����������� �� �� �� ��������� ��� ���
�� ��� ����������� ��� ������������ ��� ��� �� ���� ��������� �� �������
Pos (X )� �� ���� ���� ����� �� ���� Pos (X ) ���������� �� ���������
������ ���� �� Herm (X )�

�



• �� �������� P ∈ L (X ) �� �������� ������� �� �� �� �������� ����������� ���
��� ����������� ��� �������� ��������� ��� ��� �� ���� ��������� �� �������
Pd (X )� ���� ���� ��� �������� �� Pd (X ) ��� �����������

• �� �������� ρ ∈ L (X ) �� � ������� �������� �� �� �� ���� �������� ��������
����� ��� ��� ���������� ������ tr (ρ) = 1� ��� ��� �� ���� ��������� ��
������� D (X )�

• � ������� �������� ρ ∈ D (X ) �� ���� �� ��� ���� �� tr
�
ρ2
�
= 1� ���� ��

���������� �� ��������� ���� �� ���� ��������� ��� ������ �� �����������
�� ρ = |x��x| ��� ���� x ∈ X �

• �� �������� U ∈ L (X ) �� �������� �� U∗U = IX � ��� ��� �� �������
��������� �� ������� U (X )�

��� p ∈ N+ ��� �� ��������� �������� A ∈ L (X ,Y) ��� ���������p����� ��
����� ��

�A�p = {tr (|A|p)}
1
p . ���

��� ���� ������ � ����� �������� ����� ��� ���������� ���� ��� ������ ��� ���
������� A ∈ L (X ,Y)�
• ��� ����� ���� �p = 1�� �A�1 = tr (|A|)� ����� |A| =

√
A∗A� ���

X ∈ L (X ) ��� ��������� ������ ������� ������

�X�1 = max
U∈U(X )

|�U,X�| . ���

• ��� ��������������� ���� �p = 2�� �A�2 =
�
�A,A�� �� �� ��������� ����

������ ��������� �����

• ��� �������� ���� �p = ∞�� �A�∞ = maxu∈S(X ) �Au�2� ���� ���� ��
���� ������� �������� �����

�� ������� ���������� ����� ����� ���������� �� ��� ����������� ��� ����������
��� ��� ���������∞ ���� ��� ���� ��� ��������� ������

�A�∞ ≤ �A�2 ≤ �A�1 ∀A ∈ L (X ,Y) .

������� ����������� ������� ����� ����� ��������� ����� ���� �� �������� ��
������� ����

����� ������������

� ������ ������������ ����������� �� � ������� ������ �� � ������� ����� X
����������� �� � �������� �� ��� ����

M : {1, . . . , n} → Pos (X ) ,

����� {1, . . . , n} �� ��� ��� �� ����������� ��������� �� �������� ��� ��������
����M ���� � ���������� �� �������� ����������� ��������� {Mk : k ∈ {1, . . . , n}}�

��



�� ���� ���� ��� ���� ��������� �������� ������ ��������� �� ����� �� �� �
����� ������������ M ��� �� ����

n�

k=1

Mk = IX . ���

�������� � ����������� �� � ������� ����� ρ ∈ D (X ) ������� ���� �� �������
�� {1, . . . , n} �� �������� ��������� ��� ����������� ���������� ���� ���� ��������
������� k ∈ {1, . . . , n} �� ����� ��

pk = �Mk, ρ� = tr (Mkρ) .

����� ��� ������������ ��� ����� ρ ������ �� ������ ���� ���� ��� ����������
���� p (ρ) ∈ Rn �� � ����������� ������ ������ pi ≥ 0 ��� ����� i ∈ {1, . . . , n} ����n

i=1 pi = 1� ��� ��� ρ ∈ D (X )�
� ���������������� {Mk}nk=1 �� ������ ��������������� �������� �� �� ���

������ ��� �� Herm (X )� �� ���� �� ���� ���� ��� ��� ������������� �X �= 0�
X ∈ Herm (X ) ����� ������ �� ����� ��� k ∈ {1, . . . , n} ���� ���� tr (MkX) �= 0�
�� ��������� �� ���� � ���� ������� ��������������� ��������� �� �� �� ������
���������� �������� ��� ����� n = dimHerm (X ) ���� ��� ����������� �� ���
�������������� ��� ����� ���������� � ������� ������ �� ������� ������������
���� �������� ������

����� ������������

� ������ ������ ���������� �������� ����������� ��������� �� ���� �� � ��������

����� ��� ��� P ∈ Pos (X ) ��� ��� ����� Y ���� �������� dim (Y) ≥ rank (P )� �
������ �� ��� ���� u ∈ X ⊗ Y �� ����� �� ����� ���� ��������

P = trY (|u��u|) .

���� trY ������� ��� ������� ����� ���� Y� ���� � ������ u �� ������ � �����������
�� P � ��� �� ����� ������� ��������� �� �� ��������� ���� ��� ��� ������������
u, v ∈ X ⊗ Y �� ��� �������� P ∈ Pos (X ) �� ��������� ����������� ���� �����
���� ����� ������ U ∈ U (Y) ���� ���� v = (IX ⊗ U)u�

����� �������� �������� ��� ������� ���������

� ������� �������� �� ��� ���� ������� ����������� �� � ������� ����� ��� �����
������� ��� �������� ������� ���� ��������� �� ������� ��� ����� ���������������
��� ���� �������� ������� ��� ��� ������� ��������� ρ, σ ∈ D (X ) �� ����� ��
��� ����� ��������

δ (ρ, σ) =
1

2
�ρ− σ�1 . ���

�� ��� ������� ����������� ������������ ������ ���� ��� ��� �� �� �����������
��� ������� ����� ρ ∈ D (X ) ���� ������� ����� σ ∈ D (X ) ��� �� ���������
������������ � ������ ������� �� �������� ��� ������ ���� ��� ����������� ��

��



��������� �������������� ρ ���� σ �� ������� �� δ (ρ, σ)� �� ����� ��� ������� ����
���� ��� �� �������� ����������� �� 1

2δ (ρ, σ)� ��� ����� �������� ��� ���������
�������� �� ����� ����� �� ��� ������� ���� ���� �� ���������� ��� ��� ����
��������� ������� �� ������ ���� ���� ����������� ��� ����� ���� ��� ����
��������������� �������� �� ����� �� ���������� �� �� �� ������� ��� ������ ���
����� ������������� ������� �� u, v ∈ X ⊗ Y ��� ������������ �� ρ, σ ∈ D (X )
�dim (Y) ≥ max {rank (ρ) , rank (σ)}� �� ����� ����

�|u��u| − |v��v|�1 ≥ �trY (|u��u| − |v��v|)�1 = �ρ− σ�1 .

��� ���������� ���� ����� �� ��������� ������� ���� ������� ���� ��������� ���
������� �� ������� �������� ����� ����� ���������

�� ��� ������� ������� ��������� �������� ������� ���� �� ������ �������
������������� ����� ��� �������� ����������� ��������� P,Q ∈ Pos (X )� ��
����� ��� ������� ������� ���� ��

F (P,Q) =
���
√
P
�

Q
���
1
, �� ������������ ���

F (P,Q) = tr

��√
PQ

√
P

�
.

��� ������� �� ��������� ��� ��� � ������������ ������ ���������� �� ��� �� ���
������ �� �����

F (|x��x|, σ) =
�
�x, σx� ∀x ∈ X , ∀σ ∈ D (X ) .

���� ���� �� ���������� �� ���� F (|x��x|, |y��y|) = |�x, y�| ��� ��� ��� ����
������ ���� x, y ∈ X � ��������� ��� ������� ��� �� ���� �� � ��������������
�� ��� ������� ���������� �������� ��� ������� �� ������ ����� ��� ������ ��
������ ��������� ��� ��� P1, Q1 ∈ Pos (X ) ��� P2, Q2 ∈ Pos (Y) ��� �������
�����

F (P1 ⊗Q1, P2 ⊗Q2) = F (P1, Q1)F (P2, Q2) .

��� ��������� ������� ���������� ��� ��������� �� ��� ������� ������� ��������
������

��������� �������� ��� P,Q ∈ Pos (X ) ��� ������ ���� ���� ���� ���� ��
���� dim (Y)� ��� u ∈ X ⊗ Y �� ��� ����������� �� P � ����

F (P,Q) = max {|�u, v�| : v ∈ X ⊗ Y, trY (|v��v|) = Q} .

��� ��� �������� �������� ��� ��� ��� ��� ������� ��� ��� ��������� �� �����

������������� ��� ��� ρ, σ ∈ D (X ) �� ����� ����

1− δ (ρ, σ) ≤ F (ρ, σ) ≤
�
1− δ2 (ρ, σ) �� ������������ ���

1− F (ρ, σ) ≤ δ (ρ, σ) ≤
�
1− F 2 (ρ, σ). ����

��� ����� ����� P (ρ, σ) :=
�
1− F 2 (ρ, σ) �� ���� �� ������ ������� ��������

��� ���������� ��� ������� �������� �������� ���� ������ ����� � �������� ����
�� ������� ������ ���������� �� ����� �� ���� ��� ������� ������������

��



����� ��������������

������ �������� �� ��������� ��� ���� ��������� �� ������� ����������� ��
������� ��� ��� ���� �� ����������� ����� ��������� ��� ������ ���� ������ ���
����� �������� ��� ��������� ���� ���������� ���� ��� ������ ���������������

�� �������� T (X ,Y) ���� ��� ����� �� ��� ������ �������� Φ : L (X )→ L (Y)�
��� T (X ,X ) �� ������ ����� T (X )� ��� ������� ������� Φ∗ ∈ T (Y,X ) ��
���� Φ ∈ T (X ,Y) �� ��� ������ ������� ���� �����

�Y,Φ (X)� = �Φ∗ (Y ) , X� ∀X ∈ L (X ) , ∀Y ∈ L (Y) .

�� ���� ��� ������� ������� ���� L (X ) �� ������ IL(X )� ��� ��������� ������� ��
�������������� ���� �� ��������� ��� ��� �����

• Φ ∈ T (X ,Y) �� �������������������� �� Φ (X ) ∈ Herm (Y) ��� ����� X ∈
Herm (X )�

• Φ ∈ T (X ,Y) �� ���������� �������� ���� �� �� ����� ����

�
Φ⊗ IL(W)

�
(P ) ∈ Pos (Y ⊗ X )

��� ����� ������ �� W � Ck �k ∈ N� ��� ����� P ∈ Pos (X )�

• Φ ∈ T (X ,Y) �� ���������������� ���� �� tr (Φ (X)) = tr (X) ��� �����
X ∈ L (X ) �

• Φ ∈ T (X ,Y) �� � ������� ������� ������ �� �� �� ���� ���������� �����
���� ��� ���������������� �

• Φ ∈ T (X ,Y) �� �� ������������ �������� ������� ���� �� �� �� ��� ���
��������� �����

Φ (X) =

n�

k=1

Rktr (MkX) .

���� ����Rk ������� � ������� �������� ��� {Mk}nk=1 ���������� � �����

����� ��� ������� ������������� �� ������������ ��������������� �� ���� ��������
��������� �� ��� �� ���� ��� ����� �� ���� �������� �� ��� � ���� �������� �������

��� ����������������� �������������� ���� � ������������� Φ ∈ T (X ,Y)
�� ��� �������� J (Φ) ∈ L (Y ⊗ X ) ������ ��

J (Φ) =
n�

i,j=1

Φ (|i��j|)⊗ |i��j|,

����� �� ���� ������� ���� X � Cn ��� Y � Cm� ��� ������� J �� � ������
��������� ���� T (X ,Y) �� L (Y ⊗ X )� ��� �������� J (Φ) ��������� �������� �
���������� ��� �� ���������� ������������ �������������� �� nm×nm����������
�� ����� ����

• Φ ∈ T (X ,Y) �� �������������������� �� ��� ���� �� J (Φ) �� ��������� �����

��



• Φ ∈ T (X ,Y) �� ���������� �������� �� ��� ���� �� J (Φ) �� �������� ��������
����� ���� ����

• Φ ∈ T (X ,Y) �� ���������������� �� ��� ���� �� trY (J (Φ)) = IX �

������� ������ ��� �� ������������ �������������� �� ��� ����������� ���������

������� ��� �������� A,B ∈ L (X ,Y ⊗ Z) ��� ������ � ����������� ���� ��
Φ ∈ T (X ,Y) ��

Φ (X) = trZ (AXB∗) ∀X ∈ L (X ) . ����

�� ���������� �� ��� ���� ���� �� ������ � ����������� �������������� �� Φ�
����������� ��������������� ��� ����� ������ ��� ������ ����� ��� dim (Z) ≥
rank (J (Φ))� ��� ���������� �������� Φ��� ��� ��� ������ ����������� ����� ����
���� A = B� �� ��� ���� �� ���� ������ ��� ����������� ���������������� ����
���� ����������������� ��������������� ���� �� ��������� ��� ��������� � �����
������� ����� ��� ��� ������ ��� ��������� λ �µ� �� ���������� ������

����� �������� �������� ��� ��������������

�� ���� ���������� �� ������� �������� �������� ��� ��������� ��������������
Φ ∈ T (X ,Y)� ��� ���� �������� �� ��� ������� ������

�Φ�1 = max {�Φ (X) �1 : �X�1 ≤ 1} . ����

��� �� ��� ��������� �� ��� ����� ����� ���� ���������� �� ������ ���� �� ��
���������� ��

�Φ�1 = max {�Φ (|x��y|) �1 : x, y ∈ S (X )} . ����

���� ��� ������� ����� ���������� ���� �� ������������������ ��� Φ ∈ T (X ,Y)
��� Ψ ∈ T (Y,Z) �� ����� ����

�ΦΨ�1 ≤ �Φ�1�Ψ�1.

�������������� ��� ������� ������ �� �������� ���� ��������������� ���� �������
�� ������ ��������� �� ��� ��� ��������� ������� ��� ��������� ������� T ∈
T (X ) ��� ��� �������� IL(X ) ��� � ������ �������� �� ����

��T ⊗ IL(X )

��
1
≥ n > 1 = �T�1

��IL(X )

��
1

��� ��� n ≥ 2� ���� ����� ��� � ���� ���� ���� ��� ����� ���� ������� ���������
���� � �������� ������� �� ����� �� ��� ������� ����� ��� ��� Φ ∈ T (X ,Y)
�� �����

�Φ�� =
��Φ⊗ IL(X )

��
1
= max

���Φ⊗ IL(X ) (|u��v|)
��
1
: u, v ∈ S (X ⊗ X )

�
.
����

��������� ���� ��� �������� ��� ��� ����� �� ����������� ���� ����� ������ �� ���
�� ����� ����

��Φ⊗ IL(Z)

��
1
= �Φ�� ��� ��� Z ������� dim (Z) ≥ dim (X ) ���

��� ���� Φ1 ∈ T (X1,Y1) ��� Φ2 ∈ T (X2,Y2) �� ����� ����

�Φ1 ⊗ Φ2�� = �Φ1���Φ2��.

��



��� � ����� �� ����� ����������� �� ����� �� ���� �������� ����
�� ���������� ����� �� ���� ���������� ��� ����� �������� ��� ����� �����

�� ����� ����� �� ����� ��������������� ��� ��� �������� � ������� ���������
��������� �������� ������ ���� ������� ���������� �� ���� ��������� ����� �� ��
�������� �� ���������� �������� �� ���� ������� ��� ����� �������� �� ��������
�� ��� ������� ����� ���� ���������� ����������� ����������� �� ����������
����� �������� �� ������� ���� ��� ������� ���� �� �� ��������� ��������������
��� �� ���������� ��������� ��� �� ���� ���� �� ��� �� ��������� �� ����������
������

��� ������� ���� ��� �� ���� �� � ���������� �������������� �� ��� �����
��������� �� ��� ��������� � ������� ����� �������� ������� ��� ����������
�������� ��������������� ��� �� ����� ��� ������� ������ ������� �� ��� ��
���� Φ0,Φ1 ∈ T (X ,Y) ��

Fmax (Φ0,Φ1) = max {F (Φ0 (ρ0) ,Φ1 (ρ1)) : ρ0, ρ1 ∈ D (X )} . ����

���� �������� ��� ���� �� ���������� ��������� ��� ��������� �� ����� � ����
���������� ��� �� ��������� �� ���������� ������

�� ���� �� �������� ���� ���������� ���� �� ����������� �������� �������
���� ��� ����� ��� �� ������ ���� �� ��������� ������������� Φ ∈ T (X ,Y) ��
����� �� � ����������� ���� A,B ∈ L (X ,Y ⊗ Z)

Φ (X) = trZ (AXB∗) ∀X ∈ L (X ) .

�� ����� ��� ��������� ��� ���������

Ψ0 (X) := trY (AXA∗) ,

Ψ1 (X) := trY (BXB∗) .

���� �� ����� ����
�Φ�� = Fmax (Ψ0,Ψ1) . ����

��� � ����� �� ���� ����������� �� ����� ����� �� ���� �������� ���� �� ����������
����� �� ���� ���� ��� ������� ������ ������� ��� �� ��������� ��� �� ����
��������� ���� �������� ������� ��� �� ��������� ����������� ��� ������� ����
�� �� ��������� ������������� Φ ∈ T (X ,Y)�

��� �����

�� ���� ������� �� ��� �������� ��� ���� �������� ���� ������� �� ��� ��
�������� � ����� ����������� ���� ������ ����� V � � ���� �.�N �� V �� �
�������� �.�N : V → R ������� ��� ��������� ����� ���������� ∀v, w ∈ V �

�αv�N = |α| �v�N ∀α ∈ R ��������� ������������, ����

�v + w�N ≤ �v�N + �w�N ��������� �����������, ����

�v�N = 0 ⇔ v = 0 ����������������. ����

��



��������� �� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ����� ��� ��� ���� ��� ������ �����

������
����� ���� ������ � �������� ������� ������� ������ ��� ��������� �K =

−K� ���
B (�.�N ) = {v ∈ V : �v�N ≤ 1} ����

����� �� ���� ��� ���� ���� �� �.�N � ����������� ����� ������� ������� ���������
��� K ������� � ���� �.�K ���

�v�K = inf {t ≥ 0 : tv ∈ K◦} , ����

����� K◦ ������� ��� ������ �� K� �� ����� �� ���������� ����� ��� ���� ������
������ ����� ����� ����� ��������� ����� ��� ������� ������� ��������� ������
�� ���� ��������� ��� ���������� ������������� ��������� ���� ���� ���� �� ����
������ �������� �� ��� �������� �� ������ ������ ����� ���������������� ���
������� ����������

��� ��� W �� ������� ���� ������ ����� ��� �., .� : V ×W → R ����� ������
� �������� ��� ������� ������� �������� �� �� ��������� ���� ���� K� ����� ����
�� �� ��������� �������� ������� ����� ������

�w�K = max
v∈K

�v, w� ∀w ∈W, ����

�v�K◦ = max
w∈K◦

�v, w� ∀v ∈ V. ����

�� ��������� ��� ��� �� ���� ��� �������� �� ����� ��������� �������� ��� ��
��� ��������� �� K ��� K◦� �� ��� ������ ������� �� �� � �������� �������
���� ��� �� ������� ������� �� �������� ���� ��� ������� ���� ����������� �����

�w�K = inf {t ≥ 0 : tw ∈ K◦}
= inf {t ≥ 0 : �v, tw� ≤ 1 ∀v ∈ K}

= inf

�
t ≥ 0 : �v, w� ≤ 1

t
∀v ∈ K

�

= sup {t ≥ 0 : �v, w� ≤ t ∀v ∈ K}
= sup

v∈K
�v, w� = max

v∈K
�v, w�.

�������� ���� ��� �� ������� �� � ������� ����
���� ���� �� �� ���� V � W � Herm (X )� �X,Y � = tr (XY ) ∀X,Y ∈

Herm (X ) ��� K = B (�.�1) ���� ����� ���� ������ �������� ���� ��� ����
����� ��� ������ ��������� ��������� ������� ������ ��� ��������������

�X�1 = max
�Y �∞≤1

�X,Y � ∀X ∈ Herm (X ) ,

�Y �∞ = max
�X�1≤1

�X,Y � ∀Y ∈ Herm (X ) .

��������� ��� ��������� ��������� �� ����� �� �v�K◦ = inf {t ≥ 0 : tx ∈ K}� ������� ���
������� �������� ����� ������� �� ������� ����������� ������� ���� ��������� ���� �� ����������
�� ���� �����������

��������� ���� �������������� �� � �������� ��������� ������ ���� � ��������

��



����� �������� ��� ���� �� ������ �������� �� �������� ��� �������� ��������
����� ��� l2����� ���� B (�.�2) �� ����������� �� ����������� ��� ��� ���������
������� ��� ������� ������� ����� V �W � X � �x, y� =

��
i x̄iyi��

�x�2 = max
�y�2≤1

�x, y� ∀x ∈ X . ����

�� �������� ���� ������� ���� � ��� ���������� ����� ���� �������������
����� ��� ������ ��������� ��� ���� ������������ ���� � ������ ��� ��� ������
���� �� ����������� ���������� ���� ������������ ����� ������ ����� �� ���
����� ���� �� ������� �� �������� �� ����� �� ���������� ����� �� �������� ���
������� ���������� ��� l2����� �� V � Rn ���� � ������ ��� K� �� ������
������� ���� �� ���������� ���� ��� ������ ��� K �� ����� �� �� ������ ������
������ ������������ �� ����������� �����

K =

�
x ∈ V :

1

2
tr (XPi) + �qi, x�+ ri ≤ 0 ∀i = 1, . . . ,m ��� Ax = b

�

���� Pi ∈ Pos (Rn)� qi,∈ Rn� ri ∈ R ��� ��� i = 1, . . . ,m ��� A ∈ L (Rn,Rm) ��
���� �� b ∈ Rm� �� ��������� ��� ��������� ��� �������� ������� ������� �����
�−�xopt�22� �� ����� �� ��� ��������� �����

��������
1

2
�x, (−IV )x�,

������� ��
1

2
�x, Pix�+ �qi, x�+ ri ≤ 0 ��� i = 1, . . .m,

Ax = b.

���� ������� �� � ���������� ���� �−IV �� ��� �������� ������������ ��� ����
������� �� ��������

������� ���� ������������ �� ��� ������ ������� ��������� ��� ���������
�������� ��� ��������� ������ ���� ��� ������������� ���������� �� ����������
������ ��������� ���� ��������� ������ �������� �� ��� ������ �� ��������� ����
������� �� ���������� ���� ���� ������������ ���� ���������� ������ ���������
�� ������ ���������

������� ��� f : U → R �� � ������ �������� ���� ������ U ⊆ X ���� ��� ��
��������� ��������� ��� ��� x ∈ U � ��� ����������� K = conv (v1, . . . , vl)�
K ⊆ U �� � �������� ���� �� ������������� �� l �������� v1, . . . , vl ∈ X �
����

max
x∈K

f (x) = max
1≤i≤l

f (vi) .

������ ��� ����� �� ���� ������� �� ���� ������� ��� �� ���� �� ���������
������� x ∈ K� ��� �� ��� ��������� �� ��� ������ ���� ���� ���������� �������
�� ��� ����� ���� x �� � ������ ����������� �� ������� �������

x =

l�

i=1

αivi ����

l�

i=1

αi = 1 ��� αi ≥ 0 ∀i = 1 . . . , l.

��



��������� �� f ��������� �������

f (x) = f

�
l�

i=1

αivi

�
≤

l�

i=1

αif (vi)

≤ max
i=1,...,l

f (vi)

l�

i=1

αi = max
i=1,...,l

f (vi) . �

���� ������� ��� ���� �� ���������� �������������� ��� ������ ��� F :=
{x ∈ U : f (x) ≤ maxi=1,...,l f (vi)} ⊆ U �� � ������ ��� ����� �������� ��� ���
����� ������ v1, . . . , vl �� ������������� ��� ���������� �� ��� ������ ����
���� ������� K = conv {v1, . . . , vl} ⊆ F � ��������� K ⊆ F ��� �����������
K ∩ F �= ∅ ����� �� ������������ �� ����� �������� ����� ��� ���������� ������
���� ��� ������������ �� f ���� K ������ ������ maxi=1,...,l f (vi)�

��� ��������� ����������� �� ���� ������� �� ���� ������ ������������
���� ��� l1����� ���� ��� �� ���� ��������� �� Rn� B (�.�l1) ����������� �� ���
n������������ ����� �������� ����� �� ����� ������������� �� ��� 2n ���������

B (�.�l1) = conv {±e1, . . . ,±en} .

��������� � ������������ ����������� �� �������� ��� ���������� ����� �� ����
2n ������� ���� ��� �� �� ������ ���� ����������

�� ��� �������� �� ���� ����������� ������� ���������� ������ ���������
���� ����� ���� ����� �� ����� ������������ ��� l∞����� �� � ������� ������� ���
����� ������������ ������� ����� ������� ��� ���������

B (�.�l∞) = {x ∈ Rn : −1 ≤ xi ≤ 1∀i = 1, . . . , n}

��������� 2n ��������� ��������� ��� ����� ��������� �������� �������� � ������
�� ������ ���� �� ����������� �� ��� �������������� �� ��� ��������

� ���������

��� ������ ����� �� ��� ���� ��������� �� ���� ������ ������� �� ��� ��������� ��
������ ������������� ���������� �� ������ ���� ������� �� ����������� ���� ���
��� �������� �� ���������� �������� �� �������� ��������� �� ���������� ��������
���� ���� ����� �� ���� �� ��� ����� ��� ����� ��������� �������� ��� �����
���� ���� ���� ������� ��� �������� ��� ������������ �� ��� ��� �� ���� �������
��� ��� �� �� ������� ���� ���� �� ����� �� ��� ���� ��� ������� ��� � ��������
������������ ���� ��� ���� �� ����������

��� ������ ���� ��� ������ ���������

�� ���� ������� �� ��������� ��� ����� ������ �� ���������� ��� �����������
���� ����� ���������� �� ������ ���� ��� �������� �������� �� ����� ������� ���
���������� �� ������ ��������� �� ����� ���� �����

��



����� ���� ����

��� ����� ��� ��� ����� ���������� �� ���� ��� ������ ���� �� ��� ���������
����� Rn� ��� ��� ��� ������ x, y ∈ Rn� ��� ���� ������� ������� ���� ������
��� �� ������������ �� ��� ��������� ����

lx,y (τ) = τx+ (1− τ) y ��� τ ∈ R. ����

� ��� A ⊆ Rn �� �� ���� ��� �� ��� ��������� x, y ∈ A ��� ��� τ ∈ R ��
���� lx,y (τ) ∈ A� �� ������ ���� ��������� ����� ���� �� ���� ��� �������� ���
�������� ����� ���������� ��� ������ �� A� ��� ���� �� � ���� ��� �� �����������
�� ������ ����������� ��� � ����� ��� �� ������ {x1, . . . , xl} ∈ Rn �� ����

x =
l�

i=1

αixi �����
l�

i=1

αi = 1, α1, . . . , αl ∈ R

�� ���� ����������� �� {x1, . . . , xl}� �� �� ���� �� ��� ���� ��� ���� ��� C
�������� ��� �������� ���� ������������ �� ��� ������� ��� ��� �� ��� ����
������������ �� ��� ������ ���� � ��� A ⊆ Rn �� ������ ��� ���� ���� �� A� ��
�� ������� �� aff (A)� �� ���� ������� ����� ���� aff (A) �� ��� �������� ����
��� ���� �������� A� �� B �� ��� ���� ��� ���������� A� ���� aff (A) ⊆ B�

���� ���� ��� �� ���� �� ��������� ���� � ��������� �������� ������ �� ����
�� ���� ���� �� ��� ������������ �� ���� ��� A ⊆ Rn ��� � �������� W ⊆ Rn

��� �� ����� ������ a ∈ A ⊆ Rn�

A = a+W = {c+ w : w ∈W} . ����

���� ����� �� ���� ����������������� a ��� �� �� ��������� ������� �� A� ��� �
����� ��� ���������� ����� �� ���� ����� �� ����� �� ����� ��� �� ����������������
����� �� ����� ����� �� ����� ��� ��������� �� �� ���� ��� A �� ��� ���������
�� ��� ������������� �������� W = A − a� ����� a ��� ����� �� ��� �������
�� A� �� ��� ��� ���� ���� ��������� �� ��������� � ������ �� ��������� ���
��������� ����� �� ����� ��� ���� ��������� �� � ��� A ⊆ Rn �� ��� ���������
�� ��� ���� ���� aff (A)�

����� ������ ����

��� ��������� �� ������ ���� �� ���� ������� �� ��� ��������� �� ���� ���� �����
�������� ������ ���� ������ ������ ���� ��� ���� ������� ������� ��� ������ ��
��������� � ��� K ⊆ Rn �� ������ �� ∀x, y ∈ K ��� ∀τ ∈ [0, 1] �� ����

τx+ (1− τ) y ∈ K. ����

��������� � ��� �� ������ �� ��� ���� �� �� �������� ���� ���� ������� �������
��� ��������� ������� ���� ������� ���� ���� ���� ��� ���� ������� ��������
����������� ��� ������ ��� K ���� ������ ��� ������� ���� ��� aff (K)�

��



������� �� ������ ���� ������� ��� �� ����������� �� ��� ��������� ���� ���
� ����� ��� �� ������ {x1, . . . , xl} ∈ Rn� �� ����

x =
l�

i=1

αixi �����
l�

i=1

αi = 1 ��� αi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , l

� ������ ����������� �� x1, . . . , xl � ��� �� ��������� ��� A ⊆ Rn� �� ���� ���
��� �� ��� ������ ������������ �� ��� ������ ��� ������ ���� �� A� �� �� �������
�� conv (A)� �� ���� ������� ������ ���� conv (A) �� ��� �������� ������ ���
���������� A� �� B �� ��� ������ ��� ���������� A� ���� conv (A) ⊆ B� ��� ���
��� �� ������ {x1, . . . , xl} ���� ����� �� ��������� ����

conv (x1, . . . , xl) : = conv ({x1, . . . , xl})

=

�
x ∈ Rn : x =

l�

i=1

αixi, ����

l�

i=1

αi = 1, αi ≥ 0

�
.

��� ���� �� ������ ������������ ��� �� ����������� �� ������� ����������� ����
���������� ���� ��������� ���� ������� ���� ��� ����������� ������� �� ���� ���
������� ����� ��������������� ��� ��� �����

�� ��� ��������� �� ���� ������� ���� ��������� �������� �� ������ �����

����� �����

�� ��� ��������� ���� ������� �������� ���� ��� ������ ��� ��������� ������
������ V � ������ ���� ��������� Rn� �� ���� � ��� C ⊆ V � ���� ��

0 ∈ C ���

αx ∈ C ��� ��� α ≥ 0 ��� ����� x ∈ C�

� ���� �� ������ �� ��� ��� ��� ������ x, y ∈ C ��� ��� α, β ≥ 0 �� ����
αx+ βy ∈ C� ��� � ����� ��� �� ������ {x1, . . . , xl} ∈ V � �� ����

x =

l�

i=1

αixi ����� αi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , l

� ����� ����������� �� x1, . . . , xl� �� ���� ��� ��� �� ��� ����� ������������ ��
������ ���� � ��� A ⊆ V ��� ����� ���� �� A� �� ����� �� ������� �� co (A)�
��������� �� ��� ������ ���� ������ co (A) �� ��� �������� ������ ���� ����
�������� A�

� ���� C �� ������� �� C ∩ (−C) = {0}� ���� ��������� �� ���������� ��
��������� ���� C ���� ��� ������� �������� ������ �� ����������� ���� � ����
����� �� �� ��� �������� ��������� �� ��������� ��� ����� ���������� �� ���
�����

���� � ����� �� ����� �� ����� ������� ����

��



������ ������ � ���� C �� ������ ������ �� �� �� ������� ������� ����� ���
��������

��� C ⊆ V �� � ����� � ��� B ⊂ C �� ������ � ���� �� C �� 0 /∈ B ��� ��� ���
����������� ����� u ∈ C �u �= 0�� ����� �� � ������ �������������� u = αb ����
b ∈ B ��� α > 0� �� ���� ������� ����� ���� ��� ����� �� � ������ ���� ����
������ ���� ��� ���� ������

��� ������ ���� C ⊆ V ������ �� ����� �� ��� ������ ����� ���� ���� ���
�� ��� ����

x ≤C y �������� ���� y − x ∈ C ���

x ≥C y �������� ���� x− y ∈ C.

������� �� ���� ����� � ������� �� ≤C �� ����� ����� ��� ���������� ���� ��
�������� ���� ����� ����� ���������� ���� ��� �������� ���� �������� �������������

• x ≥C x ��� ��� x ∈ V �

• x ≤C y ��� y ≤C z� ���� x ≤C z�

• �� x ≤C y ��� α ≥ 0� ���� αx ≤C αy�

• �� x1 ≤C y1 ��� x2 ≤C y2� ���� x1 + x2 ≤ y1 + y2.

��� �� ����� ����� ��� �� ������� �������� ���� ������ ��� ��������� ������ ������
������ ������������ ��� ���������� ����� ���� ���� ������������ ���� ����������
�� ���� ���� ��������� �������� �� ���� ������ ������� �� � �����

�� �� ����� ��� ��������� ����� Rn� ��� �������� �������

Rn
+ = {x ∈ Rn : xi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , n} , ����

����� �� ��������� � ������ ����� ������� ��� ��������� ����������� ���
�������� ��� �������� x = (x1, . . . , xn) ��� y = (y1, . . . , yn) �� Rn�

x � y ⇔ xi ≤ yi ∀i = 1, . . . , n.

�� �� ����� ��� ��������� n × n �������� Herm (X )� ��� ���� �� ��������
����������� ��������

Pos (X ) = {X ∈ Herm (X ) : �x,A, x� ≥ 0 ∀x ∈ X} ����

������� ��� ��������� ����������� ���������� ��� �������� A ��� B ��
Herm (Cn)�

A � B ⇔ B −A ∈ Pos (X ) . ����

���� ������� ����� ����� �� ��������� ���� �� ��� ���� �� ����������� ����
���������

�� � ���� ����������� ����� ��� Herm (X )� ��� ��� �������� ������� ��������

Pd (X ) = {X ∈ Herm (X ) : �x,A, x� > 0 ∀x ∈ X} ����

���� ��� ���������� � ���� �0 �= Pd (X )� � �������� �� ����� ������� ���
��������� �������� ���������� ��� �������� A ��� B �� Herm (X )�

A ≺ B ⇔ B −A ∈ Pd (X ) ����

��



����� ����� ����

�� ����� �� ����� ��� �������� �� �������� ��� ������� ���� � ������� ����������
�� ���� �� ��������� ����������

�������� ��� V ��� W �� ���� ������ ������� � �������������� �������� ����

�., .� : V ×W → R ����

�� ������ � ������� �� V ��� W �

�� ���� ���� ���� ������� ��� �� �������� �� ����������� ������ ������� ����
����� �� ���� ��� ���� ���� �������������� ��� ��� �����

�� ��� ��������� ��� ������� ������� �� �������� �������� ���� �� ����
��� ������ ������ V ��� W ���� ��� ��������� ��� � �������� ��� A ⊆ V �� ��
��������� ��������� ���� ��� ����� A◦ ⊆W �� ������ �� �� ��� ��������� ����

A◦ = {y ∈ Rn : �y, x� ≤ 1 ∀x ∈ A} .

��� ����� ��� �� ������� �� �� � ������������ �������������� �� ��� ����������
����������� ������ �� ���� ��� � ������ �������� L ⊆ V

L◦ = {w ∈W : �v, w� = 0 ∀v ∈ V } .

�� ��� ������� ���� V � W � Rn ��� �x, y� = �n
i=1 xiyi ���� �� ������ ���

��������� �� ��� ���������� ���������� L⊥� �� ��������� ��� ����� ����� ����
���������� ���� ��� ������� ��� ������������

• �� A ⊆ B� ���� B◦ ⊆ A◦�

• ��� � ����� �� ���� {Ai}i∈I �� ����
��

i∈I Ai

�◦
=
�

i∈I A
◦
i �

• ��� ��� α > 0 �� ����� ���� (αA)
◦
= 1

αA
◦�

��� �� ����� ���������� ���������� ��� ���� ���� ��� �� ������� �������� �������
����������� ������� �� ��� ����� �� ��� ���������� ��� ����� �� �� ��������� ���
A �� � ������ ������ ��� ���� �������� ��� ������� �� ��� ��� A �� ������ �������
������� ��� ��������� ������ ��������� ����� �� ���������

������� �������� ��� A ⊆ Rn �� � ������ ������ ��� ���������� ��� �������
���� (A◦)◦ = A�

��� � ����� �� ���� ������� �� ����� �� ����� ��� ������� �� �������� �� ���������
��� �������� ������ �� ���� ������� ��������� ���� �� ������� ����

����� ���� �����

� ������� ������� �� ����� ���� ��� ���� ����� �� ��� �������� �� ��� �������
���� ���� ��� ���� ������ ��� ������ ������ ��� �., .� : V ×W → R �� � �������
�� ������ ������ ��� ��� C ⊆ V �� � ������ ����� ��� ���� C∗ ⊆W ������ ���

C∗ := {w ∈W : �v, w� ≥ 0 ∀v ∈ C}

��



�� ������ ��� ���� ���� �� C� ���������� �� C ⊆W �� � ������ ����� ��� ���� ����
C∗ ⊆ V �� ������ �� �� ��������� ����

C∗ = {v ∈ V : �v, w� ≥ 0 ∀w ∈ C} .

������� �� ����� ����� ���� ����� ��� ������ ������� ������ ��� ������� ���
������� ���� ��� ���� �� ���� �� � �������������� �� ��� ���������� �����������
������� ��� � �������� L ⊆ V �� ����� ����

L∗ = {w ∈W : �l, w� = 0 ∀l ∈ L} .

��� �� ��� �������� ���������� ������ �� ���� �� ��� ������� �������� ���� ����
��� ���� ������

• �� A ⊆ B� ���� B∗ ⊆ A∗�

• ��� � ����� �� ���� {Ai}i∈I �� �����
��

i∈I Ai

�∗
=
�

i∈I A
∗
i .

• �������� ��������� ��� � ������ ���� C� �� ���� (C∗)∗ = C�

�� ������� �� ��� ����� ����� ���� ���������� ��� �������������� �� ��� ���� ��
������� �������������� �� ��� ���������� ����������� ����� ��� �� ����� �����
��� ����� �� ���� ���� ����� ���������� ��� ��������� �������� �� ���������
����� ��� ��� �������� ������� ���� ��� ��� ���� �� �������� ����������� ��������
�����

����� ��������� ��� ���������

� ���������� P �� ������ �� �� ��� �������� ��� �� � ����� ������ m �� ������
�������������

P = {x ∈ Rn : �ci, x� ≤ βi ��� i = 1, . . . ,m} . ����

� �������� Q �� ������ �� �� ������ ���� �� � ����� ��� �� ������ v1, . . . , vl ∈ Rn�

Q = conv (v1, . . . , vl) . ����

��������� ��� ��������� ��� ���������� ��� �� ��� ��������� ��������

�������������� �������� ��� ������� ���������� �� � �������� ��� ����
������

��������� �� ����� ����� ��� ���� �������� ��� ���� �������� ��� �����
��������� ������� ������ ���� ������������ ���� ��� ���� ��� ����� �� �������
���� ������������ �� ��� ���� ��������� ������� ��� ������ ���������������� ��
������ ���������� ����������������� ������� �� ����� �� ��� ������ �� ������ ����

������������ ���� ������� ��� ���� ���� ��� �������� ��� ������ �� ���� �� ��
������������ �� ���� ������ ����������������� ����� �� �� ��� ������ ���� �� ���
������� ������ �� �������� ����������������� ������ ���� ��������������� ���� �
���� �������� ��������� ����� ��� ��� ���� ������������� �������� ����������
�� ����� ��� ��������� ��� �������� ���������� �����

��



�� ��� ����� ��������� ��� ����� �������� �� l1����� ����

B (�.�1) = {x ∈ Rn : �x�1 ≤ 1}

��� �� ������ ������������� ��� ��� 2n �������� ������� ����������������

B (�.�1) = conv (±e1, . . . ,±en) ,

����� ei ������� ��� i��� �������� ����� ������� ��� ����� ����������
������� �������� ���� ����� �������������� �� ����� ��

B (�.�1) = {x ∈ Rn : �c, x� ≤ 1, c = (±1, . . . ,±1)} . ����

���� ��� ������ c �������� ������ ��� 2n �������� ������� ���� ���� ���� ��
2n �������� ������������ �� ��� ���������� ���������������
��� ��� ��������� ������������ �� �� ��������� �� ��������� ���� ���������
���� �� ��� ���� � ������ x̄ ∈ Rn ������� �������� ��� ���������� �c, x� ≤ 1

�� �c, x̄� = 1� �� ����������� ���� � ��� �� l ������������ {�ci, x� ≤ bi}li=1

�������� ����������� �� ��� ������� c1, . . . , cl ∈ Rn ��� �������� ��������
�����
���� ���� ���� ������ ±ei ������� �������� n ������ ������������ �� ���
������� ����������������� ����� ���� �� �� ������������ �� ��� ���������
� ����������� ������� ���� �������� ��� ������� ���� ����� ���� �����
�� � ���������� �������������� ������� �������� ��� ������ ���� ������ ����
���������
�� ���� ������� �� ����� ��� ����� �� ��� �������� �� �� ��� ���� ����
������� ������� n − 1 ������ ����������� ������������ �� � ������� ����
����� ����������������� �� �� ���� �� ��� ���� ��� ������� ��������� �����
���� �������� ���������� ���� ��������� �� ��� ���� �� ��� ����� ��������
��� ����� ������ �� ��� ��������� ������� �� ���� �������� ���� ��������
4n (n− 1) ���������

l (τ) := τ (±ei) + (1− τ) (±ej) . ����

���� ���� ���� �� ���� ����������� �� � ���� ���������� ��� �������� �����
�� ���� ���������� ����������� ���� ��� �� ����� �� ������� ��������� ���
����� � ���� ����� ������ ���� ��� ���������� ���� ��� ������ ���� ��� n�
����������� ����� �������� ��������� ������� 4n (n− 1) ������ ��� ������
������ ���� ����� ���� �������� ������� ������ (n− 1) ������ �����������
������������ �� ���� ���� ������ ��������� �� ���������� ������

�������� ���� ��� �������� e1� ���� c1 := (1, . . . , 1)� c2 := (1,−1, 1, . . . , 1) , . . . , cn :=
(1, . . . , 1,−1) ������ n �������� ����������� ������� �� ��� ���� c = (±1, . . . ,±1) ���� ��������
���� ���� �ci, e1� = 1 ∀i = 1, . . . , n� ������� n ���� ������� ��� ��������� ei �� ����������
����������

���� �� ����� �� ��� ������� ���� l1 (τ) := τe1 + (1− τ) e2� ���� c2 := (1, . . . , 1)�
c3 := (1, 1,−1, 1, . . . , 1) , . . . , cn := (1, . . . , 1,−1) ����������� � (n− 1)������������ ��������
����������� ������ �� ������� �� ��� �������� ���� c = (±1, . . . ,±1)� ���������� ����
�l1 (τ) , ci� = τ + (1− τ) = 1 ∀τ ∈ [0, 1] ������ �� �� �������� ���� l1 �� ������ �� ����
�� B (�.�1)� �� �� ������� ���� � ������� �������� ����� ��� ��� ����� ���� �� ��� ���� �����

��



������ �� ���� ������� ���������� ��� ���� ���������� ��� l1����� ����� ��� ���
���� ���� ��� l∞����� ����� ��� ��� ����� ���� ����� ���� ������� ��� ������
��������� ��� ����� �� ���� ������

�� ��� ���������� ��� ���������� �� ������������ ��� ��������� ��� l∞�
���� �����

B (�.�∞) = {x ∈ Rn : 0 ≤ xi ≤ 1 ∀i = 1, . . . , n}

������� ������� ��� ����� ��� ������ ��� ������ �������������� ��������
��� 2n ������� ������� ������� ��� ���������� ���������������� �� ����� ��
��� ��������� 2n ������ �������������

�e1, x� ≤ 1,

�−e1, x� ≤ 1,

���

�en, x� ≤ 1,

�−en, x� ≤ 1.

������ �������� �� ��� ����� ��������� ��� ���������� �� ��� ��� ������
���������� �� �������� �2n ������ 2n��

���� ���� ��� ��������� ��� ��� ����� �������� ��� ����� �� ���� ����� �� ���
���������� ��� � ����������� �������� �� ��� ����� �������� ��� ��� ���������
��� �������� �� ����� �� �� �������� ���� ���������� �� ������� ��� ������� ����
���� ���� ��������� ���� ���� ���� ��������� n�

��



��� ������ ���������

����� ��������� �� ������ ���������

��� �� �������� �� ��������� ������ ����� V � � �������� f : U → R� �����
U ⊆ V �� ��� ��������� ������� �� ������ �� U �� � ������ ��� ��� ∀x, y ∈ U
��� τ ∈ [0, 1] �� ����

f (τx+ (1− τ) y) ≤ τf (x) + (1− τ) f (y) . ����

� �������� f �� ������ �������� ������ �� ������ ���������� ����� �� ����� �� ���
���� � �������� f �� ������� �� (−f) �� ������� ��� f �� �������� ������� �� (−f)
�� �������� �������

��� ��������� ��������� ��� ��������� �� ����� ���� ���� ��� ���� �������

� �������� �� ������ �� ��� ���� �� �� �� ������ ���� ���������� ��
��� ���� ���� ���������� ��� �������

������ ��������� ��� ������ ���������� �� ��� �������� �������� �� ����� �������
��� ��� ������ ����� V � Cn ���������� �������� ��� ����������� ��������� ��
����� ��� ������������� ���������� �������� �� ���� ������ ���� ��� ����� ��
����� ��� �� ���� ��� ��� ���� �� �������������

�� ����������� ����������� � ������������� �������� f : U → R ���� ������
U ⊆ Cn �� ������ �� ��� ���� �� U �� � ������ ��� ���

f (y) ≥ f (x) + �∇f (x) , y − x� ∀x, y ∈ U, ����

����� �., .� ������� ��� �������� ������ ������� �� Cn�
���� ���� ��� ���� �������� �� ��� ����� ���� ���� �� ���� ������� ���
���� ����� ������ ��������� �� f �

�� ������������ ����������� � ����� ������������� �������� f : U → R ����
������ U ⊆ Cn �� ������ �� ��� ���� �� U �� ������ ���

�f (x) � 0, ����

����� �f (x) ∈ L (Cn) ������� ��� ����� ������ �� x ��� � �����������
�� ��� ����� ������� ����� ≥Pos(Cn)�

���� ���� ��������� ��� ������� ���� ��� ���� ����� ������ ��������� �� � ������
�������� �� � ������ ��������������� ���� ������ �� �� ������ ������ �����������
�� ������ ��������������� ���� ����� ����������� �f (x) + �∇f (x) , y − x� �� �
������� ����� x ∈ U�� ������������ ���� ������� ���� � ������ �������� ��� �
������ ������ ������� �� x0 ∈ U ������� ∇f (x0) = 0� ����� ��� ����������
���� ����� �� ����������������� ������ ��������� ��� ��� ���� ������ ��� ������
�������������

��



����� ���� ���������������

���� ��������������� ��� ��� ������������ ��������� ������ �� ������ ����������
������ ���� �� ���� ��������� ���� ���� A ���� � ������ ����� ��� �� ������ ��
��� ���� ������ �� ����� ���� ��������� f �� �� ������ ��������� ���� �� ������
�����

f (x) = Ax+ b, ����

����� A : V →W �� � ������ �������������� ������� ������ ������ ��� b ∈W
�� �� ������ �� ��� �� ������ ���� ���� ���� ��������������� �������� ��������
������ ���� ������� ���� ���� ���� �������� ���������� ������������� ���� ������
���������� ��� ������ �� ���� �� ������� ����������

��� ������ ������������

����� ������ ������������

������ ������������ ������� ��� ������� �� ���������� ������ ��������� ����
������ ����� ���� ��������� �� ���������� �� ���������� ������� ���������� ����
������ ����� ��� �� ��� ������ ���������� �� ������ ���������� ���� ���� �� �����
�������� �� �������� ���� � ������� ���� ��� ��������� �� ���� ������� �������
��� �� ���������� ����� ���� ������ ��������� ����� ��� ��������� � ������ ������
��������� ���� ����� ����������� ������ ��������� ����������� ���������� ����
��� ����� ������� �� ���� � ������ ���� ����� ������� ����� ��� ����������
����� ��� �������� ������ ������������ �������� ��������������� ����������

�� ��� ����� ������ ������������ �� ��� ���� ������� ����� ��� U �� �
������ ������ �� � ���� ������ ����� V ��� ��� f : U → R �� � ������ ���������
�� ���� ���� �� ��� xmin ∈ U ���� ����

f (xmin) = min {f (x) : x ∈ U} .

�������������� �� ��� ����������� ���� ��� �� ��� ��������� ����

�������� f (x)

������� �� gi (x) ≤ 0 ��� i = 1, . . . ,m.

���� gi : V → R ��� ������ ��������� ���� ����� U �� ��� ����� ���� U =�m
i=1 {x ∈ V : gi (x) ≤ 0}�
���� ������������ ������� ����� ��� ������� ���� ������ ������������

�������� ���������� �� ����� �� ���� ��� ������� ������������ �� ��� ���� ����
������� �� ��������� � ������������ ��������� ��������� �� ������ ������������
��������� ������ ������������

���������� � ������� ��������� �������� f �� (−f) � ����� �� ������ � ��� ������������
��������� ������������ �� ������������ ������ �� ���������� ������ ������������ ��������

��



����� ������� ������ �����������

������ ����������� ��� �� ���� �� ��� ������ �� ������� ������ ������������
��� ���� ������� ������ �������� �� �� ���� ���� �� ���������� ������ �������
������ ������������ ��� ������� �� ������ ������ ��������� ���� ������� ������
�� ��������� ������ ������ ������ ������������� �� ��� ��������� ����������
������� ��������� �� ������ ����������� ����� ���

�., .�1 : V1 ×W1 → R ���

�., .�2 : V2 ×W2 → R

�� ��������� ���������� ��� ������ ������ V1 ��� W1 �� ���� �� V2 ��� W2� ��
����������� �� ������ ����� K1 ⊆ V1 ��� K2 ⊆ V2� �� �������� ����� �����
���� ���� �� ���� ����� K∗

1 ⊆W1 ��� K∗
2 ⊆W2� ��� ���

Φ : V1 → V2

�� � ������ ��������������� ��� ���

Φ∗ : W2 →W1

������ ��� ���� ��������������� ����

�Φ (x) , y�2 = �x,Φ∗ (y)�1 ∀x ∈ V1, ∀y ∈W2. ����

�������� �� ���� ���� a ∈ V1 ��� b ∈ V2� ��� �� ��� ����� �� ����� ��� �������
���� �� � ���� �� ������ ����������� ���������

������ ��������

���� γ = inf�x, a�1
������� �� Φ (x) ≥K2

b,

x ≥K1
0.

���� ��������

���� β = sup�b, y�2
������� �� Φ∗ (y) ≤K∗

1
a,

y ≥K∗
2
0.

�� ���� � ����� x ∈ V1 ������ �������� �� �� �������� ��� �������� ����������
Φ (x) ≥K2

b ��� x ≥K1
0� ��������� �� ���� � ����� y ∈ W2 ���� �������� �� ��

�������� ��� �������� ���������� Φ∗ (y) ≤K∗
1
a ��� y ≥K∗

2
0� �� � ����������

�� ���� � ����� x ∈ V1 �x ∈ V2� �������� ������ �������� ��������� ���� ��������� ��
��� �������� ������������ ���� ��������� �� ����� �� ������� γ = +∞ �� ����� ��
�� ������ �������� ����� ������� �� ��� β = −∞ �� ����� �� �� ���� �������� y�
�� ����������� ���� x ��� y� ������� �� ��� ������ γ ��������� β� �� ��������
�� ���� ������ ��� ��������� ������� ������� �� ����� ������� ��� ������ ���
���� ������� ����������

��



������� ����� ��������� ��� ��� ������ �������� x ∈ V1 ��� ��� ���� ����
����� y ∈W2 �� ����

�x, a�1 ≤ �b, y�2. ����

������ ����� x ∈ V1 �� ������ �������� ��� y ∈ W2 �� ���� ��������� �� ��� ���
��������� ���������� ���� ��� ������������

Φ (x)− b ∈ K2,

x ∈ K1,

a− Φ∗ (y) ∈ K∗
1 ,

y ∈ K∗
2 .

��������� ��� ������ ��� ��� ����� ������� ��� �., .�1 ������

0 ≤ �x, a− Φ∗ (y)�1 ⇒ �x, a�1 ≥ �x,Φ∗ (y)�1. ����

��� �� ��� ������� �������� ������� K1 ��� ��� ���� K∗
1 � �� ��� ������� ���

���� ��� ������ �������� ��� �., .�2 �� � ������� ����

0 ≤ �Φ (x)− b, y�2 ⇒ �Φ (x) , y�2 ≥ �b, y�2, ����

�� �������� ��� ����� �� ��������� ������������ ���� ��� ���� ��� ��� �������
�������� ���� �� Φ∗�

�b, y�2 ≤ �Φ (x) , y�2 = �x,Φ∗ (y)�1 ≤ �x, a�1. � ����

��� ������� ������ ���� ��� ������ ��������� ����� �x, a�1 �� ������ �� �����
����� ��� ����� �������� ���� ��������� ����� �b, y�2� �� ���������� ���� �� ����
���� ��� ��� ������� �������

β ≤ γ. ����

� ������������ ����������� ��������� ������ �� ���� ������� ��� ���� ��������� ����
��

β = γ ������� ��������. ����

��������� ���� �� ������ ������ ������� ���� �� �� ������ ������ ��� ���� �������
��� ����������� ���� ��������� �� �������� ����� ������ ��� ���� ��������
�������� ��� �� �� ���� ��� ������ �� ��� ������� ��� ���� ��������� ���� ���
���������� ����� �����

��������� ��������������� ����������� ������� ���� x ∈ V1 �� � ������
�������� ���� ��� y ∈ W2 �� � ���� �������� ����� ���� ���� x ��� y ���
������� ��� ������ ������� ����� ��b, y�2 = β = γ = �x, a�1� �� ��� ���� ��

�x, a− Φ∗ (y)�1 = 0 ��� �Φ (x)− b, y�2 = 0. ����

������ ������ ������� ��� ������� ������ x ��� y ������� ��� ���������� �����
���� �� �� ���������

β = �b, y�2 = �Φx, y�2 = �x,Φ∗y�1 = �x, a�1 = γ.

��



���� ���� �� ��� ����������� ������ ����� �� ����� �� ���� ��� ����� ������
����� �� ���� ���� ��������� ���� ���� �������� �������� �� ����� ����� �� ���
����� �Φ (x) , y�2 = �b, y�2 �� ���� �� �x, a�1 = �x,Φ∗ (y)�1� �� ��������� ���
�x, a�1 = �b, y�2� ��������� ���� ���� ��� ������� ������������ �b, y�2 ≤ β ���
�x, a�1 ≥ γ ������

β ≥ �b, y�2 = �x, a�1 ≥ γ.

���� ������� �� ���� ��� �������� �� ���� ������� ����� ��������� ���� �������
������ ������� �β = γ�� �

�� ��� ��������� ������� �� ���� ��������� �� ��������� �������� �����������
�� ����� ������ �������� ���������

����� ����������� �����������

����������� ����������� ����� �� �� �������� ����������� �� ������ ��������
���� ��� ��������� ��������� �� ��� V1 � W1 � Herm (Cn) ��� V2 � W2 �
Herm (Cm) ��� ���� n,m ∈ N� �� �������� ��� ��������� �� �� ��� ����� ��������
������� �������� �� Herm (Cn) ��� Herm (Cm)� �������������

�., .�1 : Herm (Cn)×Herm (Cn) → R,
(X1, Y1) �→ tr (X1Y1) ,

�., .�2 : Herm (Cm)×Herm (Cm) → R,
(X2, Y2) �→ tr (X2Y2) .

�� ���� ��� ��������� ���������� ������

K1 := Pos (Cn) ⊆ Herm (Cn) ,

K2 := {0} .

��� ���� K1 ������� ��� ����� �������� �� Herm (Cn) ����� �� ����� ������ ��
���� �� ���������� X � 0 �� ���������� �� X ∈ Pos (Cn)� ��� ������ ���� �����
���� �� � � ���� ����������� ����� �� Herm (C)m� ������ X ≤K2 Y �� ��� ���� ��
X = Y ∀X,Y ∈ Herm (Cm)� �� ���� ����� ����� �� ������� �≤K2

� �� �=�� ���
���� ����� ������ ��

K∗
1 = K1 = Pos (Cn) ���

K∗
2 = Herm (Cm) .

��� ���� K∗
2 = Herm (Cm) ������� � ������� ��������� ������ X ≤K2

Y ��� ���
���� X,Y ∈ Herm (Cm)� �� ���������� ��� ��������� Y ≥K∗

2
0 �� ���������� ��

Y ∈ Herm (Cm)�
���� ����� �������� ��� ���� �� ����������� �������� �� ���������� ��������

�� � ������ (Φ, A,B)�

Φ : Herm (Cn) → Herm (Cm) ,

A ∈ Herm (Cn) ,

B ∈ Herm (Cm) .

��



���� A ��� B ��� �������� ��� Φ �� � ��������� ���������� ������ �������� ��
��� ��� ����� �� ����� ��� ������ �������� ��� ���� ������� �����

������ ������� ���� �������

���� γ = inf�X,A�1, ���� β = sup�B, Y �2,
������� ��� Φ (X) = B, ������� ��� Φ∗ (Y ) � A,

X ∈ Pos (Cn) . Y ∈ Herm (Cm) .

���� ���� ���� ������� �β ≤ γ� ������ ����� ��� ����� ��������� ������� ��
������� A �� (−A) ��� Y �� (−Y ) �� ����� ����� �������� ���� �������� ����
�������� �����

������ ��������

�������� �X,A� ����

������� �� Φ (X) = B

X ∈ Pos (Cn) .

���� ��������

�������� �B, Y � ����

������� �� Φ∗ (Y ) � A,

Y ∈ Herm (Cm) .

���� ���� ��� ������ �� ��������� �A �→ −A ��� Y �→ −Y � ���� ���� ������
���� ��������

γ = max�X,A� ≤ min�B, Y � = β.

������ ���� �������� ������������� ��������� �������� ���������� ���� ���� ���
����� ���������� ������� ��� ��� ���������� ����������� ������� ����������
���� ������

� ������ �������� ������� �� ����������� ����������� �� ���� �� �������
����� ������ �������� ��� ��������� ������� �������� � �������� �������� ����
������ ��� ���� ����������

������� ��������� �������� ��� ��������� ������������ ���� ��� ����� ���
(Φ, A,B) �� ��� ����� �����
�� �� ��� ������ ������� �� �������� ��� ����� ������ � �������� ��������
Y ∈ Herm (Cm)� ���� ������ ������� ����� ��� ��� ������ ������� ��
�������� ��� ���� X ∈ Herm (Cn)�
�� �� ��� ���� ������� �� �������� ��� ����� ������ � �������� ��������
X ∈ Herm (Cn)� ���� ������ ������� ����� ��� ��� ���� ������� ��
�������� ��� ���� Y ∈ Herm (Cm)�

�� ����� �� ���� ��� � ����� �� ���� ��������� ��������
�� ��� ��������� ���������� �� ������� ��� ������� ���� ���� ���� ���� ��

��������� �� ��� ��������� �� ��� �����

��



����� �� ��� ��� ��� ����� ����

��� ����� ���������� ��� ��� ����� ���� �M�1 �� �� ��������� ��������� ������
M ∈ Herm (Cn) ��� �� ��������� �� ��� ��������� ����

�M�1 = tr (|M |) = tr (P+M)− tr (P−M) ,

����� P+ �� ��� ���������� ��������� ���� ��� ������������ ���������� �� M
����� P+MP+ � 0� ��� P− �� ��� ��������� ���� ��� �������� ���������� �����
P−MP− ≺ 0�� ����� ���������� ��� ������������� �� ��� ����� ���� ���� ����

P+ + P− = In×n,

P+, P− ∈ Pos (Cn) .

���� ��� �� ���� �� ����������� � �������� ������������� M =
�n

i=1 µi|i��i| ��
��� ������ �� ��������� ���� P+ =

�
µi≥0 |i��i|� P− =

�
µi<0 |i��i| ��� ��� �����

���� ���� �� ��� ����� �������� ������ ������ ��� ����� ���� �� M �

tr (P+M)− tr (P−M) =
�

µi≥0

µi −
�

µi<0

µi =
n�

i=1

|µi| = tr (|M |) .

�� �� ������� ���� ���� �������� �� ����������� �� ������� ��� ���� ��� ��� �����
������������� ���������� P ��� Q ��� ���������� tr (PM)−tr (QM) �� ��������
���� ������� ����� �� ���� �M�1 ��� �� ����� �� ������� ��� ��������� ��������

�������� tr (PM)− tr (QM) ����

������� �� P +Q = In×n,

P,Q ∈ Pos (Cn) .

���� ������� ������� �� �� ���� ������ ��� ��������� ������ �� ��������� ���
���������� ������� ��� �������� ������ ��� ���� ���� �� �����

X =

�
P 0
0 Q

�
∈ Herm (Cn ⊕ Cn) ,

A =

�
M 0
0 −M

�
∈ Herm (Cn ⊕ Cn) ,

B = In×n ∈ Herm (Cn) ,

Φ : Herm (Cn ⊕ Cn)→ Herm (Cn) ,

X =

�
P .
. Q

�
�→ P +Q,

Φ∗ : Herm (Cn)→ Herm (Cn ⊕ Cn) ,

Y �→
�

Y 0
0 Y

�
.

���� ��� ���� ��� ��

�
P .
. Q

�
�������� ���� �� �� ��� ���� ����� ��� ���

�������� �������� ���� ���� Φ∗ ������ �� ��� ������� �� Φ� ������� ��� ��� X =

��



�
P .
. Q

�
��� Y �� �����

�Φ (X) , Y � = �P +Q, Y � = �P, Y �+ �Q, Y �

=

��
P .
. Q

�
,

�
Y 0
0 Y

��
= �X,Φ∗ (Y )�.

����� ���� �������� �� ��� �������� ����� ��� ������������� ���� ��������

�������� tr (Y ) , ����

������� �� Y �M ��� Y � −M,

Y ∈ Herm (Cn) .

�� �� ���� �� ��� ���� ���� ������������ ���� ������ �M�1� ��������� ������
������� ������ ���� ����������� �� ���������� ���� �������� ������� ����� ��

��������� ������� X =

�
In×n 0
0 0

�
�� � ������ �������� ����� ��� |M | + I ��

�������� ���� ���������
���� ��� ��� �� ��������� ����������� ��� ���������� ���� ��� ����� ����

�� �� ��������� ������ ��� �� ��������� �����������

����� �� ��� ��� ��� ������� ���� �������

�� ���� ���������� �� ������� �� ��� ��� ��� ������� ���� �� �� ���������
������������� Φ� �� �� ��� �� �� ������� ���� ���� �� ������ ���� ��� ������
�������� �� �������� �� ����� �� � ����������� ��������������

Φ : L (X ) → L (Y) ,
X �→ trZ (A0XA∗

1) ,

��� � ���� �� ������ ��������������� A0, A1 : L (X ) → L (Y ⊗ Z)� ��� ���� ��
����� ������� �� ��� ��������� ��� ������������

������ ��������

�������� �A1A
∗
1, X�,

������� �� trY (X) = trY (A0ρA
∗
0) ,

ρ ∈ D (X ) ,
X ∈ Pos (Y ⊗ Z) .

���� ��������

�������� �A∗
0 (IY ⊗ Y )A0�∞ ,

������� �� IY ⊗ Y ≥ A1A
∗
1,

Y ∈ Pos (Z) .

��



����� ��� �������� ������ ������� ���� �� ��� �� �������� ���� ���� ��������
��� ������ (A,B,Ξ) ��� � ������ �������� X̃ �� ���� �� � ���� �������� Ỹ �

X̃ =

�
X .
. ρ

�
∈ Herm ([Y ⊗ Z]⊕X ) ,

Ỹ =

�
λ 0
0 Y

�
∈ Herm (C⊕Z) ,

A =

�
A1A

∗
1 0

0 0

�
∈ Herm ([Y ⊗ Z]⊕X ) ,

B =

�
1 0
0 0

�
∈ Herm (C⊕Z) ,

Ξ : Herm ([Y ⊗ Z]⊕X )→ Herm (C⊕Z) ,

Z =

�
X .
. ρ

�
�→

�
tr (ρ) 0
0 trY (X)− trY (A0ρA

∗
0)

�
,

Ξ∗: Herm (C⊕Z)→ Herm ([Y ⊗ Z]⊕X ) ,

Y =

�
λ 0
0 Y

�
�→

�
IY ⊗ Y 0

0 λIX −A∗
0 (IY ⊗ Y )A0

�
.

�� ����� ��� ���� Ξ ��� Ξ∗ ��� ������ ���� �� ���� ������ ������� �� �����
���� ������� ���� ����������� ����������� ������ ������� ����� ��� �� ��������
�������� ������� Ỹ ���� λ = (�A1A

∗
1� �A0A

∗
0�+ 1) ��� Y = (�A1A

∗
1�+ 1) IZ

�� �������� ���� ��������� ��� ������ ������� �� �� ������ ��������� ������� ��
��� ������ ρ ∈ D (X ) ��������� ��� ��� X = A0ρA

∗
0�

��� ���� ����������� ������� ��� ������� �������� α = β �� ����� �� �Φ�2��
��� � ����� �� ���� �������� �� ����� �� �����

����� �� ��� ��� ��� ������� ������ �������

������ ��� ������� ������ ������� �� ��� ���������� �������� ��������������
Φ0,Φ1 : L (X )→ L (Z)�

Fmax (Φ0,Φ1) = max {F (Ψ0 (ρ0) ,Ψ1 (ρ1)) : ρ0, ρ1 ∈ D (X )} .

���� �� ��� ������� ������� ���� ��� ����� ������� ��� ��� ������� �� ���
�������� ��������� �� ������ ���� ��� ��� �������������� ��� ����� ��� ������
������ ����������������

Ψ0 (X) = trY (A0XA∗
1) ,

Ψ1 (X) = trY (B0XB∗
1) ,

��� ������ ��������������� Ai, Bi : X → Y ⊗Z� ���� ���� ����� ��������������
����� ��� ��������� ���� ���������������

Ψ∗
0,Ψ

∗
1 : L (Z) → L (X ) ,
Ψ∗

0 (Z) = A∗
0 (Z ⊗ IY)A1,

Ψ∗
1 (Z) = B∗

0 (Z ⊗ IY)B1.

��



������� Ψ∗
0 ����� ��� ������� �������� �����

�Ψ0 (ρ0) , Z� = �trY (A0ρ0A
∗
1) , Z� = �A0ρ0A

∗
1, IY ⊗ Z�

= �ρ0, A∗
0 (IY ⊗ Z)A∗

1� = �ρ0,Ψ∗
0 (Z)� .

������� ���� ��� ���� �� ���� ��� Ψ∗
1 �� ���������� ���������� ��� �������

������ ������� ��� �� ���������� ��� ��� ��������� ��� ����� �� ����� ��� �� ��
������� ���� �������� ����

������ ������� :

��������
1

2
tr (Y ) +

1

2
tr (Y ∗) ,

������� ��

�
Ψ0 (ρ0) Y
Y ∗ Ψ1 (ρ1)

�
≥ 0,

ρ0, ρ1 ∈ D (X ) ,
Y ∈ Herm (Z) .

���� ��������

��������
1

2
�Ψ∗

0 (Z0)�∞ +
1

2
�Ψ∗

1 (Z1)�∞ ,

������� ��

�
Z0 −IZ
IZ Z1

�
≥ 0,

Z0, Z1 ∈ Pos (X ) .

���� ���� ������ ������� ����� ���� ��� �� �������� ��������� ��� ����� Y = 0
�� ������ ��������� ������� ��� ����� ������������� �� Z0 = Z1 = 2I �� ��������
���� ��������� ���� ��� �������� �������� ���� � �������� ���� ��� ����������
� ������ (Ξ, A,B)� � ������ �������� Ỹ ��� � ���� �������� Z̃� �� ����������
���� �������� ���� ��� �� ����� �� ������ �� ���� ��� ���� ���������� ���� ����
��� ��� �������� �� ������� �� ��� ������ ���� ������ ��� � ����������� �� ���
���� ���� ��� ����� ������� ������ ������ ��� ������� ������ �������� �� �����
�� �����

���� ������� ������ �� ������������ ����������� ����� �� ��� ����� �� ���������
��� ������� ���� �� �� ��������� ������������� � ��� ���������� ������ �������
�����

�� ����������� ����� ��� ���� �� ��� ������� �������� �������� ���� ���
�� ��� ���� ����� ρ := ρ0 = ρ1 �� ����� ���� ������ �� �� ��������� ��� �������
�� ������� ������������� �������

F (Φ0 (ρ) ,Φ1 (ρ)) ��� ��� ρ ∈ D (X ) ����

��� �� ���� �� ���� ��� ���� �� ������� ������
��������� �������� ������� ��� ���� �� ������� �� ��� �������� ��� ��������� ������

������� ��� ��������� �������� ������ ��� ����������������� �� �������� ���� ��� ��������
���� �� ��������� ��� ���������� ���������� ������������

��



Ỹ =




P Y .
Y ∗ Q

ρ0 .
. . ρ1


 ∈ Herm

�
Z2 ⊕X 2

�
,

Z̃ =




Z0 . .
. Z1

λ1 .
. . λ2


 ∈ Herm

�
Z2 ⊕ C2

�
,

A =
1

2




0 IZ 0
IZ 0

0
0 0


 ∈ Herm

�
Z2 ⊕X 2

�
,

B =




0 0 0
0 0

1 0
0 0 1


 ∈ Herm

�
Z2 ⊕ C2

�
,

Ξ : L
�
Z2 ⊕X 2

�
→ L

�
Z2 ⊕ C2

�

Ỹ =




P Y .
Y ∗ Q

ρ0 .
. . ρ1


 �→




P −Ψ0 (ρ0) 0 0
0 Q−Ψ1 (ρ1)

tr (ρ0) 0
0 0 tr (ρ1)


 ,

Ξ∗ : L
�
X 2 ⊕ C2

�
→ L

�
Z2 ⊕X 2

�
,

Z̃ =




Z0 . .
. Z1

λ1 .
. . λ2


 �→




Z0 0 0
0 Z1

λ1IX −Ψ∗
0 (Z0) 0

0 0 λ2IX −Ψ∗
1 (Z1)


 .

����� �� ���� ����� �������� � �������� ���� ��� ��� ��� ������� ������
�������� �� ��� �� ����� �� �� ���������� �� ��� ����� ������� �����

��



����� ������������� ����������� ��������� �����������

�� ���� ���������� �� ����� �������� ��������� �� ��� ����� ��������� �����
Cn� ��������� �� �� ���� ��� �� ������������ ���� ������������� �����������
��������� ������� ������ ����������� �� ��� ��������� ������������ ��������

��������
1

2
�x, P0x�+ �q0, x�+ r0, ����

������� ��
1

2
�x, Pix�+ �qi, x�+ ri ≤ 0 ��� i = 1, . . .m,

Ax = b.

���� Pi ∈ L (Cn)� qi,∈ Cn� ri ∈ R ���A : Cn → Cm �� �� ���� ���������������
��� ������ b ∈ Cm ������� �� ��� ������ ����� �� A ����� ��� �� �� ���������
��������� m ∈ N� �� �������� ���� � ���� �� �������� ������� ��� {0, 1}�
������� ������� ��� �� ������� ���� ���� ����� ����� �������� �� ���� ���� ���
����� �� �� �������� ��� ������� �������������� ��� �� �� ������� �� �����

�� P0, . . . , Pm ∈ Pos (Cn)� ���� ��� ������������� ���� �� � ������ �����
�������� ������� ��� ��� ���� �� ������ ���������� �� ����������� �� ��������
��� � ������ ��������� �������� ���� �� ���� �������������� �� �� ������������
�� ����������� ����� �� ������ ���� �� �� � ������ ����

�� � ���� �� ����������� ��� ��� ���� �� ����� ������ ����������� �� ���
������� ����� ��� ��������� ����������� ������ �� ��� ��������� ������� ������
���� �� ������� �� ��� ���������� ���� ����� ��� ����� ���������� ������� ��
����� �� ���� ���� ��� �������� �� ����� �� ��� ������ ���� ���� ��� ���������
M ∈ L (Cn)� �� ��� ����� �x,Mx� = tr (XM) ���� X = xx∗� ��������� ����
��� �� ��������� �� ��� ��������� ����

��������
1

2
tr (XP0) + �q0, x�+ r0,

������� ��
1

2
tr (XPi) + �qi, x�+ ri ≤ 0 ��� i = 1, . . .m,

Ax = b,

X = xx∗.

���� ������� ��� �������� �� ������� �� � ������ ������� �� ��������� ���
��������� ���������� X = xx∗ ���� ��� ������ ���������� X � xx∗� �� �������
���������� ���� ���� ���� ���� ����������� ���������� ���������� �� ���������� ���

X x
x∗ 1

�
� 0� ���������� �� ������ ��� ��������� ������ ���������� �� �����

��������
1

2
tr (XP0) + �q0, x�+ r0,

������� ��
1

2
tr (XPi) + �qi, x�+ ri ≤ 0 ��� i = 1, . . .m,

Ax = b,�
X x
x∗ 1

�
� 0,

��



����� �� �� ���� �� ��� �� ������� ���� ��� �������� ������ ��� ���� ����
�� ����������� ��� ��������� �������� ���� (−1) ���� P0 �→ −P0� q0 �→ −q0
��� r0 �→ −r0�� ��� ������������ �� ��� ��� ��������� �� ���� ���������� ��
���������� ��� ��� ����� ������� �� ��� ���� ��� ���������� ����������� ����
�������� ����������� �� ����������� � ����� ��������� si ��� ���� i = 1, . . . ,m

��������
1

2
tr (XP0) + �q0, x�+ r0,

������� ��
1

2
tr (XPi) + �qi, x� − si + ri = 0 ��� i = 1, . . .m,

si ≥ 0 ��� i = 1, . . .m,

Ax = b,�
X x
x∗ 1

�
� 0.

���� �� ��� ���������� ������ � ����� ����� �� ��� �������� ������� �������
����� ����� ��� �� �������� ����������

� ��� ��������

��� ����������

�� ���� �������� �� ��������� ��� ���� ��������� �� ��� ���� � ���� ������
���� ���� ������� ��� ���������� �� �� ��������� �� ������ ��� �� ������
�� ����

����� ����������� ������������ ���� ��������

�� � �������� ������ �� ����� �� ��������� ��������������� �������� ����
����������� {Mk}nk=1 ���� ���������� ����� ��� ��� �������� ���������� �� ���
��������� ���

�M : Herm (X ) → Im
�
�M
�
⊆ Rn

X �→
n�

k=1

|k�tr (MkX) . ����

���� Im
�
�M
�
�� ��� ����� �� ��� ������� �M� �� ��� ���� ���� ������� ���� �

����������� ������� �� ��������� ��� ����� �� ������� ������� Rn ����������
�� Herm (Y) ���� Y � Cn �

M : L (X ) → Im (M) ⊆ Herm (Y)

X �→
n�

k=1

|k��k|tr (MkX) . ����

���� ���������� a ≤ b �� ���������� �� ��������� a− s = b ��� ���� s ≥ 0� ���� � ��������
s �� ������ ����� ���������

��



���� ������� �� ���������� ��������� ��� ��������� ����� ����������� ����� ����
M ���� ��������� ������� ��� ��� X ∈ Herm (X ) �� ����

tr (M (X)) = tr

�
n�

k=1

|k��K|tr (MkX)

�
=

n�

k=1

tr (MkX)

= tr

��
n�

k=1

Mk

�
X

�
= tr (IXX) = tr (X) ,

����� �� ���� ���� ��� ������� �������� ��� �� � ����� ���������� ��� ������
�������� ���� �� ������ � ������� �������� ���� �� ����� �� �� �� ������������

�������� ��������

��� �� ��� ������������� ������������ �� {Mk}nk=1 ���� ������� �� ���������

�� ��� ����� ����M (X) �= 0 ��� ���X �= 0� �����M �� ���� ������� �� �����������
�� ����������� ������� Herm (X ) ��� Im (M)� �� �� ����� ���� ���� ����������
��������� ����� ��� ���� ����������� ����������������� ���� ��� �����

����� ���� �����

��� ������� M ���� Herm (X ) ����������� ���� � ������ ����� Herm (Y) ����
��� �� ����������� ������� ���� ��� ����� ���� �.�1� ������ ��� �����������
������� ������� ��� ��������� �������� ������� �� ��� �������� ����� Herm (X )�

�X�M := �M (X) �1 ∀X ∈ Herm (X ) �� ������������ ����

�X�M := ��M (X) �l1 ∀X ∈ Herm (X ) . ����

�� �� ���� �� ��� ���� ���� ���������� ��� ����������� �� ���� �.�M ��� ����

���� ���������� ���� ��� ����������� {Mk}nk=1 ���� ������ ���� M ��� �M�
��� �������� �.�M : Herm (X ) → R ������ ������ � ����� ������ �� ����
∀α ∈ R ��� ∀X,Y ∈ Herm (X )

�αX�M = �M (αX) �1 = �αM (X) �1 = |α|�X�M ���

�X + Y �M = �M (X + Y ) �1 = �M (X) +M (Y ) �1 ≤ �X�M + �Y �M.

�������� �������������� �� ������� ��� ��� ������������� ������������ �� ���
����������� M ��� �������������� �� ��� ����� ���� ���� ������������ X ∈
Herm (X ) �� ���� M (X) �= 0 ��� ������������ �M (X) �1 �= 0��

���� ���� ����� ���� ����������� ����������� �� ��� ���� �� ����� ��������
�������� ������� ���� �� ���� ������ �� ���� ����������� ��������� ���� ��
������� �� �������� ����� ����� ρ ∈ D (X ) �� �� ��������������� �������� ����
���� ����������� ��������� ����� ���������� �� � ������������ ���������������
��������� ������ ���� {Mk}nk=1� �� ��������� ���� ����������� �� � �����
��� M ��� ����� �� ��� ��������� ��� ���� �� �������������� � ������� ��������
ρ ∈ D (X ) ���� �� ����������� ��� σ ∈ D (X )� �� ���� �� ���� ���� �������
���� ��� ������ ����������� ���������� �� �� �� ����� �� ��� ����������� �������
p = M (ρ) ��� q = M (σ)� ������������� �� �� ���� �� ��� ���� ��� �������

��



�������� ���� ��� ���� ���� �� ����� �� ��� ������� ���������� ����� ����� ����
����� �� ��� ��� ��������� ������� ����������� �� ��������

P������� =
1

2
+
1

4

n�

k=1

|pi − qi| =
1

2
+
1

4
�p− q�1 =

1

2
+
1

4
�M (ρ− σ) �1.

���� ������ ����� ���� ���������� ������� ��� ��� ����� �� ����� ����� ���
��� ����������� �� ��������� �������������� ��� ��� �������� ������ �.�M ��
��������������� ����������� ������ ���� δ (ρ, σ) = 1

2�ρ − σ�1 �� ����������
�������� �������� ��� ���� �� ���� ����� �� 1

2�ρ − σ�M� ���� ����������� ���
������� ��� ��� ������� ����������

1

2
�ρ− σ�M ≤ δ (ρ, σ) ∀ρ, σ ∈ D (X ) . ����

���� ���������� ����� ������ ���� ���� �� �������� �� ρ − σ ∈ Pos (X ) ������
�������� ������ ������� �ρ = σ� �� ���������� �ρ /∈ D (X ) �� σ /∈ D (X )� �������
�������� ��� �� ������� ������ ���������� �� ��� �������� ���������� ��� ���� ��
��������� ������� ������� ���� ��� ��� ����� �� ��������� ���� ����� ������
������� �� ���� ���� ������ �� � ������� ������ �� ������������� �� ���
������� �� ��������� �� ��� ����� ����� ��� �������� ������������ ��� ��������

����� ��������� ���������

�� ��� ���� ���������� ���� �� � ������������� �� ��� �������������� �� ���
�����������M� �� ���� ���������� �� ��������� � ������������ ������� �� ����
�������������� �� ����� �� ���� ���������� ���� ���� ��������� ����� ���� ���
����� ���� ���� �� ����� ����������� ������ ������ ��� ����� ��� ����������� ����
������� ���� ����� ����� ��������� λ̃, µ̃ ∈ R ���� ����

λ̃�X�1 ≤ �X�M ≤ µ̃�X�1 ∀X ∈ L (X ) . ����

���� �������� ��� �� ��������� �� ����������� �� �� ������������������� X ∈
Ltr=0 (X ) ����� �� ��� ������� ���� �� ����� ��������������� ����� Ltr=0 (X ) ��
����� � ������ ������ ����� ����� µ, λ ∈ R ���� ����

λ�X�1 ≤ �X�M ≤ µ�X�1 ∀X ∈ Ltr=0 (X ) . ����

�� �� ���� �� ��� ���� λ ≥ λ̃ ��� µ ≤ µ̃ ������ ���������� ����� ��� ���������
������� µ̃ = 1� ������� µ �� ������� ������� ���� 1� �� ��� ��� ������� �����
���� ��� ��������� ���������

1

2
λ ≤ λ̃ ≤ λ, ����

µ ≤ µ̃ = 1. ����

�������� ���� �� ������� ��� �� ������� � ����� ����� �� ���� �� ���������� ������
�� ������� ��������� �� ��� ������������� ��� ���� ��������� λ ��� µ ��������
��� ������������ �� ��� ����������� ���� {Mk}nk=1�

��



• ��� �������� λ ��� �� ���� �� � ����� ���� ������� ��� ��������� ����� ����
������������ ��� �������������� ��������� ������� ��� ���� �����������
{Mk}nk=1 �������� �� ����� λ ����� �� ���� �� ��� ������������� �������
���������� ������������

• ��������� µ ����������� �� �� ������� ���� ����������� ��� ���� ����
�������� �������� �� ���� µ ����� �� ���� �� �� ������� ����������� ���
�������������� ��������� �������

�� �� ����� ���� ��� �������� λ �� ����������� ���� �������� ���� µ� ��� ���
������� �� ���� ������ �� ������� �� ���������� � ���������� ��� �������� �����
���������� ��� ���������� ��� ��������������� ������� ��� ����������� ��������
���� ��� �������� ������� ������ ��� ����� ��������� λ ��� λ̃ ��� ������� ��������
�� ������������������

����� ������� ����������� ��������

��� ���������� ���� �� ��� ������ ��������� ������� �� ������� �����������

��������� �� ������� ��� �� ���������� ������ ��� ���� ����������� ��� ��
������ �� �� ���������� ������� ����

�M : Herm(X )→ Im
�
�M
�
⊆ Rn,

�� �� ���������� �������

M : Herm (X )→ Im (M) ⊆ Herm (Y) .

���� ���� ��� ������ ��� ��������� ���� ����� ������ ��������� ���� ��� ��
�������� �������� �� ���������� ������� ���������

�M−1 : Im
�
�M
�

→ Herm (X ) ��� ����

M−1 : Im (M) → Herm (X ) . ����

���� ����

�M
�
�M−1 (y)

�
= y ∀y ∈ Im

�
�M
�
, �M−1

�
�M (X)

�
= X ∀X ∈ Herm (X ) ,

M
�
M−1 (Y )

�
= Y ∀Y ∈ Im (M) , M−1 (M (X)) = X ∀X ∈ Herm (X ) .

���� ���� ����� ���� ���� �� ��� ��� �������� �� ���� � ���� ��� � ����� ��������
��� ������� �������������M−1 ��������� ������� ����� �� �� ��� ������� �� � �����
���������� ����

tr (Y ) = tr
�
M

�
M−1 (Y )

��
= tr

�
M−1 (Y )

�
∀Y ∈ Im (M) .

�� �� ���� �� ���� ���� ��� ����� ������� ������� �M ��� � ������� ���������

�1, y� = tr
�
�M−1 (y)

�
, ����

��



����� 1 = (1, . . . , 1)
T ∈ Rn� �������� ������ ����� ������� ���������� ����� ���

���������� ��������� ��� ������� �������� ���� ���� �� �� �������� �� ��������
��� ������� M−1 ��������� ����������� �� � ��������� ��� ����� ����������

������������� �� ��� ������� ����� ��� ������� �M−1 ��� ������� �����������
�� ������ ����� ���������� �� ��� ��� �� ��� ���� �����������

����� �������� ������������ �� �M−1

�� ���� ���������� �� ������� �� �������� ������������ �� ��� ������� ����� ��

����� �� ������������ �� ������� ������� �M−1 ����� ��� ������� ����� �������

�������� �M
�
�M−1

r (y)
�
= y ∀y ∈ Im

�
�M
�
��� �� ��������� ����� {Xk}mk=1 ��

Herm (X )� �� ���� ��������� ���� ������� ���� � ���� ������ �����

�� ��� ������������ Im
�
�M
�
����� {Xk}mk=1 �� ��� ��������� ����

Im
�
�M
�

=
�
�M (X) : X ∈ Herm (X )

�
= span

�
�M (X1) , . . . , �M (Xm)

�

=: span {a1, . . . , am} ⊆ Y, ����

����� ai := �M (Xi) ∈ Y ��� i = 1, . . . ,m� ����������� �� �M ������� ����
��� ������� ai ��� �������� ����������� ��� ����� ���� ����� ����� ���� ����

Im
�
�M
�
��� ���� � ����� �� ���� ��������� �� ��� ����� ��� ������ �� �M−1

r

�� �������� �� Im
�
�M
�
��� ��� ������ �� ��� ����� �������� ai�

�M−1
r [{Xi}i] : �A → Herm (X )

ai �→ Xi ∀i = 1, . . . ,m. ����

��� �������� [{Xi}i] ����� ��� ��������� ���������� �� ��� ������������ ��
��� ������ ����� ��������� ��� ������� ������� ��������� ���� �� � �������
������� y =

�m
j=1 yjaj ∈ �A �� ��� ��������� ����

�M−1
r [{Xi}i] (y) = �M−1

r [{Xi}i]




m�

j=1

yjaj


 =

m�

j=1

yj �M−1
r [{Xi}i] (aj)

=
m�

j=1

yjXj ∈ Herm (X ) .

���� ���� ���� ����������� ��������

�M
�
�M−1

r [{Xi}i] (y)
�
= �M




m�

j=1

yjXj


 =

m�

j=1

yj �M (Xj) =

m�

j=1

yjaj = y.

���� ��� ������������ ���� ������ ������� ��� ������� �������� �� � ����� �������
�������� ������� ��� ������������ ������� �� �� ����� ��������� ������ �����

��



�������� ���� �� �� ��� �������� ���� �� �������� ��� ��� ����� �� �� ��� ��� ��
����� �� ����� �� �� ��� ��� �� ���� � �������� ����� {Zi}mi=1 �� Herm (X )� �������
��� ��� ���� ����� �� ������� ���� ������ ����� ���� �� � �������� ����� {ãj}mj=1

�� Im
�
�M
�
� ���� �� ���� ������� �� �� ���������� �������� ������� �������

�M−1
r [{Zi}i]� �� ���� �� ��������� ������� y ∈ Im

�
�M
�
��� ��������� �� ��

��� ���������� ����

y =
m�

j=1

yjaj ��� y =
m�

j=1

ỹj ãj .

������������ �� �����

�M−1
r [{Xi}i] (y) =

m�

j=1

yjXj ��� �M−1
r [{Zi}i] =

m�

j=1

ỹjZj .

���������� �� ���� �� �������������

�M




m�

j=1

yjXj


 = �M

�
�M−1

r [{Xi}i] (y)
�
= y,

�M




m�

j=1

ỹjZj


 = �M

�
�M−1

r [{Zi}i] (y)
�
= y.

��������� �M
��m

j=1 yjXj

�
= �M

��m
j=1 ỹjZj

�
��� ����������� �� �M ����������

�m
j=1 yjXj =

�m
j=1 ỹjZj := X� ���� �������� ��� ��� y ∈ Im

�
�M
�
��������

���� ��� ���� X ∈ Herm (X )� ���� ������ �� �� �������� ���� ���� ���� ����
������

�M−1
r [{Xi}i] = �M−1

r [{Zi}i] .
����� ��� ����� {Xi}i ��� {Zi}i ����� �� ������ ������������ ���� �����������
����� ������������ �� ��� ������ �� ����� ���� �� ����� ��� ���� ������ �� ����
��� ��������� �������� [{Xi}i] ���� ��� ���

��� ������������ ���� ������� ������ �� �� �������� ��� ������ �� �M−1
r ���

��� ������ y ∈ Im
�
�M
�
�� ��������� ����� ������

�� ������ � ����� {Xi}mi=1 �� Herm (X ) ��� �������� ai := �M (Xi)�

�� ��������� y ���� ������� �� {aj}mj=1� y =
�m

j=1 yjaj �

�� �M−1
r (y) �� ������ �� ��� ������ ���� ��� ���������� ai�� ��M−1

r : ai �→ Xi��

�M−1
r (y) =

m�

j=1

yj �M−1
r (aj) =

m�

j=1

yjXj .

��



����� ���� ������������ �� �M−1
r �� ����������� ��������� �� �� ������� �� ����� ���

����� ��������� ���� � ������ ����� ���� ������������� �� ��� �� ��� ���� ����
��� ����� {aj}mj=1 �� �� ������� ��� ������������ �� ��� �������� ���� ��������

�� ���������������� {aj}mj=1 ����� ��� �������� ������������ ���������� ����

���� ������ �� �� ����������� ����� {bj}mj=1� �������� ����� �M−1
r ��� ����

������ ���� ������� �� ��� �������� ����� {aj}mj=1� �� ��������� ���� �� ����
����� �� ��� ������������� ������ ��� ���������� ��� ���� ���� �� ���������
m = dim (Im (M)) ������ ����

gsi : Im
�
�M
�
→ Im

�
�M
�

��� i = 1, . . . ,m

���� ������ �� i2 ������ �������� �ak, al� k, l ≤ i ��� i ������� a1, . . . , ai� �����
��������� ��� ����������� ������ �� ��������

gs1 = gs1 (�a1, a1�; a1) :=
a1
�a1�2

,

gs2 = gs2 (�ak, al� k, l ≤ 2; a1, a2) :=
a2 − �a2, gs1�gs1
�a2 − �a2, gs1�gs1�2

,

���

gsi = gsi (�ak, al� k, l ≤ i; a1, . . . , ai) :=
ai −

�i−1
j=1�ai, gsj�gsj

�ai −
�i−1

j=1�ai, gsj�gsj�2
,

���

gsm = gsm (�ak, al� k, l ≤ m; a1, . . . , am) :=
am −

�m−1
j=1 �am, gsj�gsj

�am −
�m−1

j=1 �am, gsj�gsj�2
.

���� ���� ���� ���� gsi �� ������ �� ��� ������ ��������� a1, . . . , ai ����� ��� ��
���� �� ����������� ��� �������� �gs� ���������� ��� ������� ���������� �������
����� ���� ��� ��� ������������ �������� �������

bi := gsi (�ak, al� k, l ≤ i; a1, . . . , ai) ����

������ �� ����������� ����� {bi}mi=1 �� ��� ������ �������� Im
�
�M
�
� �� ������

��� ���� ���� gsi ������� �� ������� �ak, al� ��� ������� ak� ��� ��������
������� �������� ������ �������� �� ��� ���� �ak, al� ��� ��� �� ������� ������

���� ��� ��� ������ �� ���� ������� �M ��� ��� ����� {Xi}mi=1 �� Herm (X )�
��� ��� �� ��� �� ��� ��� ��� {bi}mi=1 �� ����� �� ����� ���� �M−1

r �� �
������ ����� ��� ���� ���� �� ���� ���� ��� ������� ������� ���� �� ��� ����
����������� b1 �� ��� ��������� ����

�M−1
r (b1) = �M−1

r

�
a1
�a1�2

�
=

�M−1
r (a1)

�a1�2
=

X1

�a1�2
= gs1 (�a1, a1�;X1)

:= Z1 (X1) ∈ Herm (X ) .

��



��� �������� ��� ��� ������ ����������� �� �����

�M−1
r (b2) = �M−1

r

�
a2 − �a2, gs1�gs1
�a2 − �a2, gs1�gs1�2

�

=
�M−1

r (a2)− �a2, gs1��M−1
r (gs1)

�a2 − �a2, gs1�gs1�2
=

X2 − �a2, gs1�Z1 (X1)

�a2 − �a2, gs1�gs1�2
= gs2 (�ak, al� k, l ≤ 2;Z1, X2)

=: Z2 (X1, X2) ∈ Herm (X ) ,

������� �M−1
r (gs1) = �M−1

r (b1) = Z1� ����������� �� ��� ���� �������� ���

������ �� �M−1
r ���� ��� i��� ������������

�M−1
r (bi) = �M−1

r

�
ai −

�i−1
j=1�ai, gsj�gsj

�ai −
�i

j=1�ai, gsj�gsj�2

�

=
�M−1

r (ai)−
�i−1

j=1�ai, gsj��M−1
r (gsj)

�ai −
�i−1

j=1�ai, gsj�gsj�2

=
Xi −

�i−1
j=1�ai, gsj�Zj (X1, . . . , Xj)

�ai −
�i

j=1�ai, gsj�gsj�2
= gsi (�ak, al� k, l ≤ i; Z1, . . . Zi−1, Xi)

=: Zi (X1, . . . , Xi) ∈ Herm (X ) . ����

��� ��� ���� �� ������������ �� ���� ������� ��� ����� �� ��� ���� ��������

�M−1
r (bm) = �M−1

r

�
ai −

�m−1
j=1 �ai, gsj�gsj

�ai −
�m−1

j=1 �ai, gsj�gsj�2

�

=
�M−1

r (ai)−
�m−1

j=1 �am, gsj��M−1
r (gsj)

�ai −
�m−1

j=1 �am, gsj�gsj�2

=
Xm −

�m−1
j=1 �am, gsj�Zm

�ai −
�m−1

j=1 �am, gsj�gsj�2
= gsm (�ak, al� k, l ≤ m; Z1, . . . , Zm−1, Xm)

=: Zm (X1, . . . , Xm) ∈ Herm (X ) .

�� ��� ��������� �� ��� Zi�� � ��� ������ �� ��� ���������� bi�� ����� �M−1
r �

�� ���� �������� ��� ��������� ��������� ai ∈ Im
�
�M
�
�� ���� gsi �� ������

���� ������ ��������� Xi ∈ Herm (X )� ���� ����������� ����� ��� ��������

������������ gsi : Im
�
�M
�
→ Im

�
�M
�
���� � �������� ����

gsi (�ak, al� k, l ≤ i; X1, . . . , Xi) : Herm (X ) → Herm (X ) .

��



�� � ������ ����� �� �������� �� ��� ��� ���� ���� ��� ���� �������� �� ����
�������� ������ ��� ���� ��� Zi�� ��� �� ������� ��� �������� ������������ �����
�� ������� ����� ����� ������������� ���� ��������� ��� ������������ ���������
�� �M−1

r �

��� ��� �������� bi ���� i = 1, . . . ,m �� Im
�
�M
�
��� ����� ������ Zi =

�M−1
r (bi) ∈ L (X ) ��� ������ ����� �� �� ����� ���� ��� ������� ������� �� �

���� ������ �����

�M−1
r : �A → L (X ) ,

y �→
m�

j=1

Zj�bj , y�. ����

���� ���� ���� ��������� ������ ���������� ��� ������� �������� �� � ����� �������

������� ��� ���� y ∈ Im
�
�M
�
� �� ����� �� ��� ����� ��� �� ����� �� �� ���������

��� ������� bi ���� i = 1, . . . ,m�

�M
�
�M−1

r (bi)
�

= �M




m�

j=1

Zj�bj , bi�


 = �M (Zi)

= �M (gsi (�ak, al� k, l ≤ i; X1, . . . , Xi))

= gsi

�
�ak, al� k, l ≤ i; �M (X1) , . . . , �M (Xi)

�

= gsi (�ak, al� k, l ≤ i; a1, . . . , am)

= bi,

����� �� ���� ���� ��� ���� ���� gsi �� ������ �� ��� ������ ���� ��� ��� ����
������� �� ak ��� bi� ����� ���� �� �� ������������ � ����� ������� ��� ���� ����

����������� bi � ��������� ������� ���� �� ���� �� ��� ��������� y ∈ Im
�
�M
�
�

����� �������� ������������ �� M−1

�� ��� �������� ���������� �� ������� ��� ������ ���� ���������� ���� ��� �M−1�
�� ��� ��������� ���� ���� �� �������� ���������� ���M−1 ���� ������� ����� ��
��������� ��� �������� �������� �� Herm (Y) �� Rn

E : Herm (Y) → Rn,

Y �→
n�

l=1

tr (|el��el|Y ) |el�. ����

��������� ���� ���� ���� ������ ������ ��� ������� �������� ������� E ����

Im
�
M−1

�
⊆ Herm (Y) �������������� ���� Im

�
�M−1

�
⊆ Rn� ���� ������

�������

M−1 := �M−1 ◦ E : Im
�
M−1

� E→ Im
�
�M−1

� �M−1

→ Herm (X ) .

��



��� ������� ������� ������������� ��� ��� ��������� ������ ���� ��� ��� Y ∈
Herm (Y)

M−1 : Im
�
M−1

�
→ Herm (X ) ,

M−1 (Y ) =
m�

j=1

Zj�bj ,
n�

l=1

�el, Y el�|el�

=
m�

j=1

n�

l=1

Zj�bj , el�tr (|el��el|Y ) . ����

���� ���� ���� ������������� �� ��������� ������� Im (M) ⊆ Herm (Y) ���
Herm (X )� �������� ���������� ���� �� �������� ������ �� ��� ������ �����
Herm (Y)� ����� �� ���� ��������� �� �������� ���� ��� �� ��� ���������� �������

���� �� Im (M)� ����� M−1 (Y ) = 0 ∀Y ∈ Im (M)
⊥
�� ��������� �� ����� �����

�� �������� ��� ��������� ������������ �� M−1

M−1
������������

:=M−1 ◦ PIm(M) : Herm (Y)→ Herm (X ) ,

����� PIm(M) ������� ��� ���������� ��������� ���� Im (M)� �� � ������ �����
�� ��������� �� ���� ������ ���� ������������ ������M−1� ��� ������ ����������
���� ������� ����������� �� ���� �������������

��� ��� �������� ��������

�� ���� ������� �� ������� ���������� ��� ����������� �� �� ����� �������� ���
���� ��������� λ̃ �� ���� ��� λ �� ����� �� ����� �� �� ��� �� ���� �������
� ������� ��� ��������� λ̃ ����� ����������� �� ���������� � ������ ��������
���� � ������ �������� � ����� ��� ���� ��������� ���������� ��� ���� ����
������ ���� �������� �� �� ��� ��� ������� ���� ������� ��� �� ����� �� ������
���� ������ �������� ������������� ��� ���� �� ���� �� ���������� ������ � ������
����������� �� ��� ������� ������ ��� ����������� ��� ������ �������� λ �������
�� λ̃� ���� ����������� �� ��� ����� �� ���������� ������ ��� ������������� ����
������� �� ���� ���������� �� ���� �������� �� ������ �� ����������� ����� ���
������������ ��� ������ ��������������� ����� ����� ��� ����� ������ ��� ���
������� ���� ��������� �� ������ �������� �� ����� ��� ��������� �� ��������
������������� ���� ������ �� �� ������������ ������ ��� ����� �������������
��������� λ ��� λ̃� ���� ����������� �� �������� ��� ������ ��� ������ ���� ����

����� ��� ����� ��������� ��� λ̃

�� ��� ������� ��� ����� ���������� �� ����� ��� �� ��� ��������� ����

�X�1 ≤
1

λ̃
�X��M ∀X ∈ Herm (X ) .

��



���� ���� �� ����� ���� 1
λ̃
�� ��� �������� �� �� ������������ �������

1

λ̃
= sup {�X�1 : �X�M = 1, X ∈ Herm (X )}

= max {�X�1 : �X�M ≤ 1, X ∈ Herm (X )} . ����

���� ���������� ����������� �� ���������� � ������ �������� �X �→ �X�1� ����
� ������ ��� ���� ���� ���� B (�.�M)�� ��������� sup = max ��� ��� �������
�� �������� �� ��� �������� �� ��� ������ ���� ������� ���� �������� �� ����
������������� �� �X�M = 1� ����� �� ��� ��� ������ �������� ���� �� ���� ������
�� ����� ��� ����� ��� �� ��� ��������� �� �.�M� ���� �������� �����

1

λ̃
= max

�
�X�1 : ��M (X) �1 ≤ 1, X ∈ Herm (X )

�
.

�� ��� ��� ��� ������������ �� ��� ������� ������� �M−1 : Im
�
�M
�
→ Herm (X )

���� ������ �������� �M
�
�M−1 (y)

�
= y ∀y ∈ Rn� �� ����� �� ����� ��� �����

�������� ������� ��

1

λ̃
= max

�
�X�1 : ��M (X) �1 ≤ 1, X ∈ Herm (X )

�

= max
�
��M−1 (y) �1 : ��M

�
�M−1 (y)

�
�1 ≤ 1, y ∈ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�

= max
�
��M−1 (y) �1 : �y�1 ≤ 1, y ∈ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�

= max
�
��M−1 (y) �1 : y ∈ B (�.�1) ∩ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�
. ����

������ ���� Im
�
�M
�
�� � ������ �������� �� Rn ��� ���� �� ��������� ������

����������� ��������� ��� ������������ ���� ��� ������� ���������� B (�.�1) ��
����� � ������ ����������� �� ������ ��� ��������� ������ B (�.�1)∩ Im

�
�M
�
�

��� �� ��� �������������� ������� ���� ���������� ������� ��� ��� �� ��������
B �� ���� � ������ ��������� ���� �� ������������� �� l �������� v1, . . . , vl�

B (�.�1) ∩ Im
�
�M
�
= conv (v1, . . . , vl) . ����

�� ���� ������� ��� ������������� ���������� �� ���� ������������������� �����
������������ �� ��� ���� ��� ��� ����������� ���� �� ���� ������� ���� ���
������� ������ �� �������� l ��������� ������� ��� ����������� {Mk}nk=1� ��
������ l = l ({Mk}nk=1)� ���� ������ �� �� ������� ��� ����� ���������������� ��
1
λ̃
�� ��� ��������� ����

1

λ̃
= max

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ conv (v1, . . . , vl)

�
.

���� ���������� ����� ����������� �� ���������� � ������ �������� ���� � ������
��� ����� �� �� ������� �� ����� �������� ��� �� ��� ��������� ����������� ��

��



��� �������� ���� ��� ������� �� ������� ��� �� ���������� ��� ����� �� ���� �� ��
���� ����

1

λ̃
= max

i=1,...,l
��M−1 (vi) �1. ����

���� ���� ��� �������� y �→ ��M−1 (y) �1 ��� �� ��������� ��������� ��� ���
y ∈ Rn� ���������� ����������� λ̃ ��� ���� �� ��������� �������� ���� ��� ������
�� �������� l ���� ��� ������� ��� ��� �������� v1, . . . , vl ���������� ��� ��
�������� ����������

����� ��� ����� ��������� ��� λ

��� ����������� ������� �M �� ��� ����������� ������� �� �� ������������
�������� �������M� �� ����������� ���� � ������� ��������� ������� �� �������
������ �� ���� ���� ��� ����������� ������� �M ����� ��� ������������� �����
����

�1, �M (X)� = tr (X) ∀X ∈ Herm (X ) ,
����� 1 = (1, . . . , 1)

T ∈ Rn� ������ �M ���� ��������� ��������� X ∈ Ltr=0 (X )
���� ������� y ∈ Rn ���� ���� �1, y� = 0� �� ������ ���� �����

L�1,.�=0 = {y ∈ Rn : �1, y� = 0} ⊆ Rn.

������ ��� ��������� y ∈ L�.,1�=0 �� ���� �� ���������� �� ��������� ���������
��������� �� ��� �������� ������������� ���� ������ � ������� ��� ��� ������
���� �������� λ� ������

1

λ
= max

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ B (�.�1) ∩ L�.,1�=0 ∩ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�
. ����

��� ������������ B (�.�1) ∩ L�.,1�=0 �� � �������� ����� ������ ��������������
��� �� �������� ������������� �� ����� �� �� ��� �� ���� ��� ��� �������� ����
���������� ����� ����� ��� �������� ��� ����� �� ��� ����� ��������� � ���������
���� ����� �������������� �� ��� ������������ �������� �� ����� ��

B (�.�1) ∩ L�.,1�=0 = {x ∈ Rn : �1, x� = 0, �c, x� ≤ 1, c = (±1, . . . ,±1)} ����

��� �������� 2n + 2 ������ �������������� ���� ���� ��� � ������ ������ ei �� ���
�������� ����� �������� ���� �� ���� ������������� ���� ������ �� �� ������� ���� ��
���� ����������� �������� ��� ����� x ∈ B (�.�1) ∩ L�.,1�=0 ������� �������� ���
���������� �1, x� ≥ 0 ��� ������������ �1, x� ≤ 0�� ���� ���� �� ��� �������� ����
��� ������ �� ��� ������������ ��� �� ��� �� �� ���� �� ��� ����� ��������� ����
�� ������� ��� ������ ��� �� ������� ������� n ������ ����������� ������������
���� ��� ���������� ���� ����� ���������������� ���� ���������� ����� ��� �����
������� ���� ������� ����� � ����� �� ��� ������������ ��� ���� ������� ���� �� ��
������� �������� �� ����� (n− 1) �������� ����������� ������������ �� ��� ��������
����� �������� ����������������� ����� �������� �� ��� ������ ���� �� ���� ��������
��� ������ ����� �� ���� ������ �� B (�.�1)� �� ���� ����� �� �������� ����

����� �� ������� ��� �������� �1, x� = 0 �� ���������� �� ��� ��� �������� ��������� ��������
����� �1, x� ≤ 0 ��� �1, x� ≥ 0�

�������� ���� �� ���� ������ �� ���� �� �� � ��� ���� ������� �������� (n− 1) ��������
����������� ������� ������������ �� ��� ���������

��



����������� ������ ���� ��� ����� �� ��� ����� �������� ��� �� ��� ����

l (τ) = τ (±ei) + (1− τ) (±ej) ��� i �= j, τ ∈ [0, 1] .

��� ������������� �� ����� ����� ���� ��� �������� L�.,1�=0 ��� ������ ���� ��
��������� ��� ��������� ���

�
±1
2
(ei − ej)

�

i�=j

���� �������� 2n (n− 1) �������� ���� �� ���� �� ��������� � ������ �� B (�.�1)∩
L�1,.�=0� ��� ���������� ����� ����������� ������� ���� ���� ��� �� �������� ��
������ ��������� ������ �� ��� ������������ ��� �������� �� �������� ����� ���
������ ���������������

B (�.�1) ∩ L�1,.�=0 = conv

��
±1
2
(ei − ej)

�

i�=j

�
.

���� ������ ���������������� ������ �� �� ����������� ������ �� ����� �������
��� λ�

1

λ
= max

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ conv

��
±1
2
(ei − ej)

�

i�=j

�
∩ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�
.

���� ������� ����� ������� ��������� �� ��� ������������ �� � �������� �conv
��
± 1

2 (ei − ej)
�
i�=j

�
�

���� � �������� �Im
�
�M
�
�� ���� �� ������������ �� ����� � �������� ��� ���

�� ������������� �� l
�
��������

conv

��
±1
2
(ei − ej)

�

i�=j

�
∩ Im

�
�M
�
= conv

�
v

�
1, . . . , v

�
l

�
. ����

����� ��� ������� ���� ���������� ��� ���� ���� ������� ��

1

λ
= max

i=1,...,l�
��M−1

�
v

�
i

�
�1, ����

����� �� ��� ��������� ���������� �� �����

����� ������������� ����������

��� ���� ��������������� �������� ���� �� ��� ����� ���������� �� ��������� ���

������ �������� ����������� ���� �� B (�.�1) ∩ Im
�
�M
�
� �� ��� ����������� ����

�� B (�.�1)∩L�.,1�=0∩Im
�
�M
�
� ������������� ���� ���� ����������� �� ���������

��������� ��� ������������ �� ��� ���������� �� �� � ������� ���� �� ��� ������
������� ����������� �������� ����� �� ������ ��������� ���� ������� ���� �� �����

��



�� ������ ��� ���� ����������� ������������� ��� �� ���� ���������� �������� ����
���� ��������� ��� ����� �� ��������� ��������������� �� ���� ���� ��� ��� ������
���� ��� ����� �� ���� ������� ���������� ���� ��� �� ���������� ��������

�� ��� �������� ��� ����� �� ����� ����� �� ������ ��������������� ��� ���������
�� ���� ���� ������������ � ���������� ��������� �� ����� ��� � ������� ����
�� �������� ������������� ����� �� ����� �� �� �������� ���� ��������� ��������
���� ��� ��������� ��� �� �������� ���������� �������� �� ��� ���� �� ������� ��
������� ���������� �� ����� �� ���� ��� � ������ ��������� �� ��� ������� ��������
��������� �� ��� ������ ����� ���� �� ���� ���� ��� ������� ������������ �������
�� ������� �� �� ����� ��� �������� �� ����� �� ������ ���������������

�������������� ��� ������� ������� ����������� �� ���� ����� ������� ��� ��
���� ���� B (�.�1) ��� ���� �� ��������� ����������� �� ������ ���������������
����������� ��� ������� ���� ��� ����� ��� ������� �������� ��������� ���
�������� ���� �� ��������� ��� ������ ��������������� �� ��� ������������� �� ����
���� ��� ������� ����������

����� ����� ����� ��� ����� ������ ��� λ̃ ��� λ

�� ���� ���������� �� ������� � ��� �� �������� ��� ��������� λ̃ ��� λ� ���
������ ��������� ��� ��������������� ����� �� ��� ����� ���� ���� ��� �� ���
�������� ��������� ��� �� ����� ���� �������� ��� �������� λ̃� �� ��� ����
������ ���������� �� ������� ��� ���� ����������� ��� ������������ ��������

B (�.�1)∩Im
�
�M
�
�� ��� ���� ���� ���� �� ��� ��������� ���� ���������� �������

���������� ��� �� �������� �� �� �������� ������ ������ ���� ��� ��������� ��

B (�.�1) ∩ Im
�
�M
�
������� �� ���������� ��� ��� ������� �� ����� �� ������ ����

����� �� ��������� ��� ���������� ��������� P := PIm(�M)
Y : L (Y) → Im

�
�M
�

���� �������� ���� ��� �������� Im
�
�M
�
� �� ����� ��� ���� ��� ��������� ���

������� ������ ������

conv

�
± Pe1
�Pe1�1

, . . . ,± Pen
�Pen�

�
⊆ B (�.�1)∩Im

�
�M
�
⊆ conv (±Pe1, . . . ,±Pen) ,

����
����� �� ���� �� ���� ��� �� ����� ���� ������� ��� ���� ��������� �� �����������
�� ��������� ������ ����������� y =

�n
i=1

�
± α±

i
±Pei
�Pei�1

� �����
�n

i=1

�
± α±

i =

1 ��� a+i , a
−
i ≥ 0 ��� ���� i = 1, . . . n� ��������� y = P�n

i=1

�
± α±

i
±ei

�Pe1�i

����� ����������� ������� y ∈ Im
�
�M
�
� ����������� ���� ����

�y�1 =
�����

n�

i=1

�

±
α±
i

±Pei
�Pei�1

�����
1

≤
n�

i=1

�

±
α±
i

�±Pei�
�Pei�1

=

n�

i=1

�

±
α±
i = 1.

���� ������� y ∈ B (�.�1) �� ���� ��� �� ���� ����� ��� ���� ���������� ��� ���

������ ���������� �� ������ ���� ���� �� ���� z = Pz ��� ���� z ∈ Im
�
�M
�
�

��



��������� ���� ���� B (�.�1) = conv {±e1, . . . ,±en} ����������� ������� ����

��� ���� z ∈ B (�.�1) ∩ Im
�
�M
�
� �� ����

z ∈ Pconv (±e1, . . . ,±en) = conv (±Pe1, . . . ,±Pen) .

���� ������ ��� ������ ����������
���� ���� ��� ����� ��� ���������� ��� ������� ������� ���� ������� ���� ���

���� ���� ���������� ���������� �� ������� �� ��� �������� ��� l1�����
���

��� ���� ��������� �� ���� ������ �� �� ����� ��� ����� ������������ �������
�����

1

λ̃
= max

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ B (�.�1) ∩ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�

≥ max

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ conv

�
± Pe1
�Pe1�1

, . . . ,± Pen
�Pen�

�
⊆ Rn

�

= max
1≤i≤n

���� �M−1

� Pei
�Pei�1

�����
1

= max
1≤i≤n

��� �M−1 (Pei)
���
1

�Pei�1
,

����� �� ���� ���� ���� ���� ��� ������� ���� ������� ���� ���������� �� ���
��� ��� ������ ��������� �� ���� �� ������ � �������� ������

1

λ̃
= max

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ B (�.�1) ∩ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�

≤ max
�
��M−1 (y) �1 : y ∈ conv (±Pe1, . . . ,±Pen) ⊆ Rn

�

= max
1≤i≤n

��M−1 (Pei) �1.

����� ��� ��������� ����� �� �� ����� ��� ������� �� ��� ������ ��� �������� λ̃�

max
1≤i≤n

��� �M−1 (Pei)
���
1

�Pei�1
≤ 1

λ̃
≤ max

1≤i≤n

��� �M−1 (Pei)
���
1
. ����

�� ��� ������ � ������� ����� �������� ��� ��� ���������� ���� �������� λ ��
��������� � ���������� �������� ����������

max
i�=j

��� �M−1 (Pei − Pej)
���
1

�Pei − Pej�1
≤ 1

λ
≤ max

i�=j

1

2

��� �M−1 (Pei − Pej)
���
1
. ����

�� �� ������� ���� ��� ������ �� ����� ��� �������� ������������ ��� ��������
�������� ����� �� ������� �������� ���� ��� ���� ��� �� ������� ��� ������ �� ��

������ e1 ∈ R2 ��� P = |v��v| ���� v = 1√
1+�2

(1, �) ��� � > 0 �� �� �������� �� ���� ����

�� ���� �Pe1�1 = ��v, e1�v�1 = �v�1 = 1+�√
1+�2

. ���� ���������� �� ������� ���� �� ��������

���� � �� ���������� ������

��



������ �� ��������� ������������ �� ����������� �������� �� ��������� ���� ���
������������� �� ��� ����� �������� ��� � �������� �� ������� ���� ������ ��������
�� ��������� �������� �� ���������� ����� ����������� ��� ������� �� ����� ����
� ���� ����� ���� �� �� ��� �� ��� �����

���� ������ �� ���������� ���� ��� ���� �� ����������� ����������� �������� ��
�� ���� �������� �� ��� ��� ������� ���� �� ������ ���� �� ����� ���� �������
�� ����� �� B ⊆ Rn �� �� ��������� ������ ���� ��� H �� � ������ c (�) log n�
����������� ���������� ������� ��� ������� ���� ���� ���� ������������ B ∩H
������� �� �� ���������� ���� ����������� ���� �� ����������� �� ����� �� ������� ��

��� ���������� ���� ������� ������� ���� ��� ��� �� �������� B (�.�1) ∩ Im
�
�M
�

�� ���� ������ �� �� ������ �� ���������� �������� ���� ��� ����������� ����
{Mk}nk=1 �� ���������� ��������� ��� ��� ����� ���� dimHerm (X ) ≈ log (n)��
�� ��� ��������� ����� �� ���� ��� �� ����������� ���� ������ ����������� ���
���� �� �������� ��������� ����� ���� ������� �� �� n ���������� �� �� �������
���� ���� �� ������������� ������ �� ���� ��������� ���������� ���� ����������
���������� ���� ����� ��������� ��� ���� �������� ���� ����� ��� �����

���� ���� ��� ������������������ ���� ���������� ��� ��������� ��������

������ �������� �� ����������� ��� �������� �� B (�.�1) ∩ Im
�
�M
�
� ������ �� ���

�������� B (�.�1)∩ Im
�
�M
�
������ ����� ���� �� ���������� �� ��� �� ���� ����

��������� ����������� ����� ������� �� ���� ������ �� �� ����� ������ ������� ��
���� �� ���� ���� �� �� ���������

�� �������� ���� ���������� �� ������ � ����� ���� ������� ��� ��� �����
������ �� ���� ��� ����� �� �� ����� �� ��� ������ ����������� ���� ��� �������
���� ��������� P �����

�Pv�1 ≤
√
n�Pv�2 ≤

√
n�v�2 ∀v ∈ Rn.

��



������ �� �������� Pei ∈
√
nB (�.�1) ∩ Im

�
�M
�
��� ������������

max
1≤i≤n

��� �M−1 (Pei)
���
1

= max
�
��M−1 (y) �1 : y ∈ conv (±Pe1, . . . ,±Pen)

�

≤ max
�
��M−1 (y) �1 : y ∈ √nB (�.�1) ∩ Im

�
�M
��

=
√
nmax

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ B (�.�1) ∩ Im

�
�M
��

=
√
n
1

λ̃
.

�� ��������� ��������� ��� ���� �� ������� �� ����� �� �������� ���� ���
����� �������� ������������ ����� ����� ������ �� λ ��� λ̃ ���� ���� � �����
���� �������� �� 1√

n
�

����� ��� �������� ������� λ ��� λ̃

�� ���� ������� �� ������ �������� ��� ����� ����� ���� ��� ��������� λ ��� λ̃
��� ���������� �� �� � ������ �� ��

1

2
λ̃ ≤ λ ≤ λ̃.

��� ������ ���������� ������� �������� ���� ��������� ��� ������������� ����
��������� ���������� ���� ��� �����

1

λ
= max

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ B (�.�1) ∩ L�.,1�=0 ∩ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�

≤ max
�
��M−1 (y) �1 : y ∈ B (�.�1) ∩ Im

�
�M
�
⊆ Rn

�

=
1

λ̃
.

�� ����� �� ���� ��� ����� ������ �� ��������� ��� ��������� P�.,1�=0 : Rn →
L�.,1�=0� ���� �������� �� ���������� ����� ��

P�.,1�=0 = IRn − 1

n
|1��1|,

����� ����� 1 = (1, . . . , 1)
T
� ����� ���� ����������� �� ��� ������� �������� ���

����������� �������� ���� ��� l1����� �� � ����� ������� �� ������ �� ��������
��� ������ �� ��� �������� ����� �������

��P�.,1�=0|ei�
��
l1

=

����|ei� −
1

n
�1, ei�|1�

����
l1

=

����|ei� −
1

n
|1�

����
l1

=

����−
1

n
(1, . . . , 1, 1− n, 1, . . . , 1)

T

����
l1

= 2
n− 1

n
≤ 2 ∀i = 1, . . . n.

��



�� ���� ���� ���������� ����� ���������� �������� ��� ���� �� ��� ��� �� �����
����� ��� λ �� �������������B (�.�1)∩L�.,1�=0 ��� ��� �������� conv

�
±P�.,1�=0e1, . . . ,±P�.,1�=0en

�
�

�������� �������� ���� ��� �������� ������������ ���� ������ ��� ��������� ������
���������

B (�.�1) ∩ L�.,1�=0 ⊆ conv
�
±P�.,1�=0e1, . . . ,±P�.,1�=0en

�
⊆ 2B (�.�1) .

�� ��� ��� ���� ��������� �� ������

1

λ
= max

���� �M−1 (y)
��� : y ∈

�
B (�.�1) ∩ L�.,1�=0

�
∩ Im

�
�M
��

≤ max
���� �M−1 (y)

��� : y ∈ 2B (�.�1) ∩ Im
�
�M
��

= 2max
���� �M−1 (y)

��� : y ∈ B (�.�1) ∩ Im
�
�M
��

= 2
1

λ̃
.

���� �� ���� ��� ������� ������� ���� �� �������� ��� ��� ������������� �������
������� ���� �������� �� ��� ��� � ������ ����������� ����� ����������� ������ ��
� ������� ��� ��� ���� ���������� ��������� �� ��� ���������� ������ ��� �����
������� � ������ ��������� ��������� ��� �� ��������� ���� ��������� ���� ���
�������� ����

����� ����� ��������� λ̃ ��� λ ��� ���������

�� ���� ���������� �� ������������ ��������� λ̃ ��� λ ��� � ������� ������ ��
������� ������ ��������� ����� �� ������ �������� ����������� ��� ��� ����
��������� �� ����� �������� ���� ��� ���� �

� �������� �� �� ��������������� �������� ���� ���� �� ������� ����
� ������� �������� ��������� ����������� ���� � ���� �� ������� ��������
�������� �������� �� ��� ����� ���� �� �������� �� ������� d2 �������� ���������
���������� ���� ���������� �� �������� � ������� ����� Cd� ���� ������� ����

��� ����� ����� Herm
�
Cd

�
��� ���� ��������� d2� ��� �������� {Fi}d

2

i=1 ��
� ��� ���� ���������� �� ������������� ���������� Fi =

1
d |ψi��ψi| ������

�ψi, ψi� = 1 ∀i = 1, . . . , d2�� ��� �������� �������� ����������� �� ���������
� �������� ����� ����� ������� ������� ��� ���������

tr (FiFj) =
c2

d2
i �= j.

���� c2 ∈ R+ ������� ��� �������� �������� �������� ��� �������� c2 �� ��������

������ �� ������� ������� �������� �
�d2

i=1 Fi = ICd� �� ��� ��������� �� ���

��



�� ������ ����� ���� c2 = 1
d+1 ���� ����� ����� �� ��� ��� ��������

tr (FiFj) =
1

d2 (d+ 1)
i �= j,

tr (FiFi) =
1

d2
,

d2�

i=1

Fi = ICd ,

Fi ≥ 0.

���� ���� ��� ����� ������������� ������������ ������� ���� ��� �����������
�������

�M : Herm
�
Cd

�
→ Rd2

,

X �→
d2�

k=1

|k�tr (FkX)

�� ������� ���������� �Im
�
�M
�
� X �� ���� �� ���� ������� B1 (�.�1)∩Im

�
�M
�
=

B1 (�.�1) ��� �� ��� ����� ��� ��������������� ���� ���� �� ����������� ���
������������� ������������ �� ���

1

λ̃
= max

�
��M−1 (y) �1 : y ∈ B (�.�1) ⊆ Rd2

�

= max
i=1,...d2

��M−1 (ei) �1

����� ��� �� ��������� ������������� �� �� ���� �� ������� ��� ��� ����
{F1, . . . , Fd2} ������ �� � ����� �� Herm (X )� �� ��� ��������� ��� ����� �M (Fi)
�� ���� ����� ������� Fi�

αi := �M (Fi) =

d2�

k=1

|k�tr (FkFi) = |i�tr (FiFi) +
�

k �=i

|k�tr (FkFi)

=
1

d2
|i�+

�

k �=i

1

d2 (d+ 1)
|k� = 1

d2 (d+ 1)


(d+ 1) |i�+

�

k �=i

|k�




=
1

d2 (d+ 1)


d|i�+

d2�

k=1

|k�


 ∀i = 1 . . . , d2.

�� �� ���� �� ��� ���� ��� ������� α1, . . . , αd2 ���� � ����� �� Rd2

��� ��� ������
�� ��� ������� ������� �M−1 ����������� ��

�M−1 : Rd2 → Herm
�
Cd

�
,

αi �→ Fi ∀i = 1, . . . , d2.

��



�� ����� �� ������ λ̃� �� ���� �� ����� ��� ����� �� �M �� ���� ������ ����� ±ei
���� i = 1 . . . , d2� ���������

d2�

j=1

αj =

d2�

j=1

1

d2 (d+ 1)


d|j�+

d2�

k=1

|k�


 =

1

d2 (d+ 1)


d

d2�

j=1

|j�+
d2�

k=1

|k�
d2�

j=1

1




=
1

d2 (d+ 1)

�
d+ d2

� d2�

j=1

|j� = 1

d

d2�

j=1

|j�

������ �� �� ��� ��� �������������� �� ���� �������� ����� ������ �� ��� �����
(α1, . . . , αd2)�

ei = d (d+ 1)αi −
d2�

j=1

αj . ����

���� ���� �� ��� ����������� ����� ����

�M−1 (ei) = d (d+ 1)Fi −
d2�

j=1

Fj = (d+ 1) |ψi��ψi| − ICd ∀i = 1, . . . , d2.

����� ���� ������ �� ������� ��������� �� ��� ��� ��� �������� ���������� ��
������ ��� ����� �����

��� �M−1 (ei)
���
1

= �(d+ 1) |ψi��ψi| − ICd�1
= d �|ψi��ψi|�1 + �ICd − |ψi��ψi|�1
= d+ (d− 1) = 2d− 1.

���� ���������� �� ����� ��� ��� �������� ����� ������� ��� ���� ���� �����������
�� ��� �������� ������ �� ��� ����� ����

λ̃ =
1

2d− 1
. ����

��� ��������� ��� ������ �������� λ� �� ���� �� ����� ��� �������� ± 1
2 (ei − ej)

���� i �= j� i, j = 1, . . . , d2 �� ��� �������� B (�.�1)∩L�.,1�=0� ������� �� ��������
��� �������� ±ei �� B (�.�1)� ���� ���� �� ��� �������� �����

1

2
(ei − ej) =

1

2
d (d+ 1) (αi − αj) ∀i, j = 1, . . . , d2.

������� �� ������ �� ��������
���� �M−1

�
±1
2
(ei − ej)

�����
1

=
1

2
d (d+ 1) �Fi − Fj�1

=
1

2
(d+ 1) �|ψi��ψi| − |ψj��ψj |�1

=
1

2
(d+ 1)

2d

d+ 1
= d.

��



���� ����� �� ����� � �������� ���� ���� ��� ������ �� i, j� ��������� ���
������������ �� ���� ���� ������� ��� �� ������

λ =
1

d
. ����

�� ���� ��� ������� ���� �������� ��� ������ �� � ������� ���� �� ����������
����� ����� ������� ��

1

2 (d+ 1)
≤ λ ≤ 1

d
.

��� ������ ��� λ̃ ������ ��� ������ ����� ����� 1
4d−2 ��� ���� �������� ��� ���

����� �������� 1
2 λ̃ ≤ λ� �������� ������� ���� �� ���� ��������� �� ������ ���� ���

����� ����� 1
d �� �������� ������ �������� ����� ����� ��� ����� ����������

���������� �� �������� ��� ��� ������������� ���������� ��� ������� �����
��������� ρ − σ = |ψ1��ψi| − |ψ2��ψ2|� ��� ���� ������� ���� ���� ����� ����
�M (ρ− σ) �1 = 1

d�ρ − σ�1� ����� ������� λ ≤ 1
d � ���� � ���� ���� ����� ���

������� ���� ����� � ����� �� ��� ������� �������� λ� ��� ��������� �����
���������� ��������� �� ����� ������ �� ������ �� ������� ���� ��� ρ − σ ����� ��
������ �������� �� ����� ���� ���������� ������� �� �� ��� ����� �� ��� ������
1
2 (e1 − e2) ����� �M−1� ���� ������� ������ �� �� ������ ��� ���������� λ ≤ 1

d
���� �� �������� λ = 1

d �
�������� �� ����� ��� ��� ������� ���� ���� ��� ������� ��� ���������� �� ���

����� ���� ���� ������ λ̃ ≤ λ ��� 1
2λ ≤ λ̃�

����� ����������

��� �������� ��������� ��� ��������� λ̃ ���� ���������� ������ ��������� �������

�� ��� ��������� ��������� �� B (�.�1) ∩ Im
�
�M
�
� ��� ������������� ��������

��� ������ ���� ��� ������ �� �������� l �� ��� ������������ ����������� ���� ��
������� ���������� ��� ��������� ����� �������� ���� ��� ���� ���������� ������
������������ ����������� ��� ������������ ��������� �������� �������� � �����
������ ����� �� ���� �������
��� ����� ���� ������� �� l ���� ������� �� ��� ���������� n ��� m �� ��� ���
����� ����������� ����������� ������� ���� ���������� ������ ��������� ���� ���
������ l �� ���� ������ �� �� ���� �� n� m� ����� �� ���� �� ������� ���� ��������
������� � ������� ����� �� ������������� ��������� �� ��� ����������� (n−m)

�� ��� �������� Im
�
�M
�
⊆ Rn� �� ���������� ����� ���� ���������� ��� �������

���������� �������� ����� �� �� �������� ��� �������� �� �� ��� �� ��������
����� ���� m������������ �������� ��� ���� 1 ≤ m ≤ n� �������������� ���
������������� ������������ �������� ����� ���� ����� � ����� ����� ����� ����
��� ������� �� l� ���� ����� ���� ������������ ��� ����������� �� ����� ��� ���
������ ���� ����� ���������� �� ����������� ������ �� �����

�������� ���� n = dim (B (�.�1)) ������� ��� ������ �� ���� ������������� �������

m = dim
�
Im

�
�M

��
= dimL (X ) ������� ��� ��������� �� ��� �������� ����� �����������

��



��� �������� �� �������������� ������������ ��������� �������� �� ��� �������
���� �� ������� ��������������� �������� ������ ���� ������������ ���� n =

m ��� �� ���� Im
�
�M
�
� Rn ����� ������������ ������� B (�.�1)∩Im

�
�M
�
=

B (�.�1)� ������ �� ��� ���������� ����� ��� ������������ �������� ���� �� ������
������ ������������ �������� ��� �������� �������� ��� ��������� �������� ���� ���
����� �������� �������� ±e1, . . . ,±en� ���������� ���� ��� �� ������� ����� ���
��������� ������� ���� �� ���� ������� ��������������� �������� ������������
��� ��� ������ ��� �� ����� ���������� �������� �� ����� ������������ ����
������ λ = 1

d ��� λ̃ = 1
2d−1 � ����� d �� ��� ��������� �� ��� ���������� �������

������ ���� �������� ������ �������� ��� ���������� ����� ����� 1
2

1
d+1 ≤ λ ≤ 1

d
���� ��� ��� ���� ������ ������������� �� ����� ��������� ���� ���������� �������

��� ����� ���� �� ��� ���� �� �� ������� ���� ��� �������� �������� �� ������
�� ������� ���� �� n � m� ���� �� ��� ����� �� ��� ����������� ���� ��
������������� �� � ��� �� ����������� �������� �� ���� ��������� ��� ��� ���� ��
���� ���� �� ��� ���� ��� ���� ������ �� ��������� ��� ������������ ��������
�� ������ �� �� ���� ������� ���� ��� ����� ���� ���������� ���� ����� ���������
������������� �� ��� ���� �� � ������ ���������� ������� ����� ���� ���������
���������� ������ �� λ ��� λ̃ ��������� ���������� ����� ����� ����� ����������
�� ����������� ��������� ��������

��� ��� ������� ��������

���� �������� ���� ��� ������� ����������� M : Herm (X ) → Herm (Y) ��
��� ������������ �� ���� �� ���������� ����� ���� ��� ������ ���� ���������
µ ��� λ ��� �� ���������� �������������� ���� ������� ������� �� ���������
�������������� ������ ��������� �� {Mk}nk=1� �� ���������� ����� �� ���� ����
��� ������� ������ ��� �� ������� �� � ������������ ����� �� ����� �� ���
���������� �� ���� ������� �� ���������� ����� �� ����� �� ������ ������ �� λ
��� µ ����� ��� �� ��������� ����������� �������� ������ ��� �� ����� ��
� ������� ����� ����� �� �������� ��� ��������� �� ����� ������������� ���� ��
����� �� ���������� ������ �������� �� ���� ���� �������� ����� ��� ���������
�� ��� ��������� �� � ���������� ���� ��������� ���� ��������

����� ��� ����� ���������

�� ��� �������� �� ��� �������� ��������� �� ����� ���� �� ��� ������� ��������
���� �� ��� ����������� ���� {Mk}nk=1

M : Herm (X ) → Herm (Y)

X �→
n�

k=1

|k��k|tr (MkX)

��� ��� ������� �����������

M−1 : Herm (Y) → Herm (X )

��



����� �������� ����������� �� ����� �� ����� ��� ��� �� �� ��� � ������� ��� ���
���� ��������� �� ����

λ�X�1 ≤ �X�M ≤ µ�X�1.
�� ����� �� �� ��� �� �����

µ = sup {�X�M : �X�1 = 1, tr (X) = 0, X ∈ Herm (X )}
= max {�X�M : �X�1 ≤ 1, tr (X) = 0, X ∈ Herm (X )}
= max {�M (X) �1 : �X�1 ≤ 1, tr (X) = 0, X ∈ Herm (X )}

��� ���������

1

λ
= sup {�X�1 : �X�M = 1, tr (X) = 0, X ∈ Herm (X )}
= max {�X�1 : �X�M ≤ 1, tr (X) = 0, X ∈ Herm (X )}
= max {�X�1 : �M (X) �1 ≤ 1, tr (X) = 0, X ∈ Herm (X )} .

��� ������ ���������� �� ���� ����������� ���� ������� ���� ���� ����������� ��
���������� � ������ �������� ���� � ������ ���� �� ���� �������� ����� ��� �����
�������� ������� ���� ��������� ���� ��X�M = �M (X) �1 ∀X ∈ Herm (X )��
��� ������ ����M−1 : Im (M)→ Herm (X ) �� ���������� ��� ����� �����������
��������� �� ��� �����

1

λ
= max {�X�1 : �M (X) �1 ≤ 1, tr (X) = 0, X ∈ Herm (X )}

= max
�
�M−1 (Y ) �1 : �M

�
M−1 (Y )

�
�1 ≤ 1, tr

�
M−1 (Y )

�
= 0, Y ∈ Im (M)

�

= max
�
�M−1 (Y ) �1 : �Y �1 ≤ 1, tr (Y ) = 0, Y ∈ Im (M)

�
.

���� ������� ����� ���� ������� �� ��� µ��������� ��� �� ��������� ����������
����������

Ptr=0
X : Herm (X ) → Ltr=0 (X ) ⊆ Herm (Y) ,
Ptr=0
Y : Herm (Y) → Ltr=0 (Y) ⊆ Herm (Y) �� ���� ��

PIm(M)
Y : Herm (Y) → Im (M) ⊆ Herm (Y) .

��� ���� ��� ��������� �������� ���������� ���� ��� ��������� ��������� �� X ���
Y� ������������ ����� tr

�
Ptr=0
X (X)

�
= 0 ∀X ∈ Herm (X ) ��� tr

�
Ptr=0
X (Y )

�
= 0

∀Y ∈ Herm (Y)�� ������� ��� ���� ��� ����������� �� ��� ���������� ���������
���� ��� ����� �� M ����� �� � ������ �������� �� Herm (Y)� ����� ���� ��
��� �����

µ = max {�M (X) �1 : �X�1 ≤ 1, tr (X) = 0, X ∈ Herm (X )}
= max

���M
�
Ptr=0
X (X)

���
1
: �X�1 ≤ 1, X ∈ Herm (X )

�

��� ��������

1

λ
= max

�
�M−1 (Y ) �1 : �Y �1 ≤ 1, tr (Y ) = 0, Y ∈ Im (M)

�

= max
���M−1

�
Ptr=0
Y (Y )

���
1
: �Y �1 ≤ 1, Y ∈ Im (M)

�

= max
����M−1

�
Ptr=0
Y

�
PIm(M)
Y (Y )

�����
1
: �Y �1 ≤ 1, Y ∈ Herm (Y)

�

��



�� �������� ����� ������� �� ������� ��� ��������� ��������� ����������� �����

������������ ���������������

Φµ := M◦Ptr=0
X : Herm (X )→ Herm (Y) ����

Φλ := M−1 ◦ Ptr=0
Y ◦ PIm(M)

Y : Herm (Y)→ Herm (X ) . ����

���� ���� Φµ ��� Φλ ������ ������ �� ��� ���������� ���� {Mk}nk=1 ��� ���
�� ���������� ����������� ���� ���������� ������� ���� ���� �������� �� ������
���

µ = max {�Φµ (X) �1 : �X�1 ≤ 1, X ∈ Herm (X )} = �Φµ�1,
1

λ
= max {�Φλ (Y ) �1 : �Y �1 ≤ 1, Y ∈ Herm (Y)} = �Φλ�1.

��������� ��� ������ ��� ���������� ������ ���������� �� ������� ������� �� ���
�������������� Φµ ��� Φλ�

����� � ���� ��� ����������� ��� ������� � ����

�� ���� ���������� �� ������� � ���� ��� ����������� ��� ������� ������ �� ��
��������� ������������� Φ ∈ T (X ,Y)� ��� ��������� ������� �� �������� �� ��
�������� ��� ��� ��� ������� ���� ���� ���� �� ������ ���� ���� ����������
���� �� ����� �� � ����������� ���� A0, A1 ∈ L (X ,Y ⊗ Z) ���� ����

Φ (X) = trZ (A0XA∗
1) . ����

������ ����� ��� �� ���������� �� ��� ����� ��� ������� ������ ��

�Φ�1 = max {�Φ (|x��y|) �1 : x, y ∈ S (X )}

���� ���������� ����� � ������� ������ ��� ��������� ��������� ������ ��� ��������
������

�
−�Φ�21

�
�� ��� ������ ��� ������� �������

��������� �x,−A1A
∗
1x� ����

������� ��� trY (|x��x|) = trY (A0|u��u|A∗
0) ,

u ∈ S (X ) ,
x ∈ Y ⊗ Z.

��� ��������� �������� �� ������ � ��������� �������� �� x� ������� �� �� �����
������ ����������� ������� (−A1A

∗
1) �� �������� ������������ ���� �� ��� ������

��� ���� ������� ������ �� ����������� ���������� �� ������� � ������ ���
�������� �� ���� ������� �� ��� ���� ����������� ��� ����������� ��� ���������
����������� ����� ��� �� ������ ���� ��� ��������� ���� �� � �����

�� ��� ����� ���� ���� ��������� ������ ������
�
−�Φ�21

�
��� ��� ��������

������ Φ ����� �� ����� ��� �� ����� ��� ��� �� �������� �� ��� ��������� ����

A := {|x��x| : x ∈ Y ⊗ Z, trY (|x��x|) = trY (A0|u��u|A∗
0) ��� ���� u ∈ S (X )} .

����

��



��� ������������ ������ (−α) := minx∈A�A1A
∗
1, |x��x|� �� ��� ����� ���������

���� �� ���������� �� ��� ��������� �����������

α = max
x∈A

�A1A
∗
1, |x��x|�.

���� ���� �� ��������� �� ����

�Φ�21 = max
u,v∈S(X )

�Φ (�u��v|) �21 = max
u,v∈S(X )

�trZ (A0|u��v|A∗
1) �21

= max
u, v ∈ S (X )
U ∈ U (Y)

|tr (UtrZ [A0|u��v|A∗
1])|2

= max
u, v ∈ S (X )
U ∈ U (Y)

|tr ([U ⊗ IZ ]A0|u��v|A∗
1)|2

= max
u, v ∈ S (X )
U ∈ U (Y)

|�v|A∗
1 (U ⊗ IZ)A0|u�|2

= max
u ∈ S (X )
U ∈ U (Y)

�A∗
1 (U ⊗ IZ)A0u�22

= max
u ∈ S (X )
U ∈ U (Y)

tr
�
A∗

1 (U ⊗ IZ)A0|u��u|A∗
0 (U ⊗ IZ)∗ A1

�

= max
u ∈ S (X )
U ∈ U (Y)

tr
�
A1A

∗
1 (U ⊗ IZ)A0|u��u|A∗

0 (U ⊗ IZ)∗
�

= max
u ∈ S (X )
U ∈ U (Y)

�A1A
∗
1, (U ⊗ IZ)A0|u��u|A∗

0 (U ⊗ IZ)∗�.

����� ���� �������� ������� �� ���� ���� ���� ������� ��� ��X�1 = maxU∈U(X ) |�U,X�|�
��� ��� ����� ��������� ��� ���� �������� ���� �� ��� ������ ��x�2 = max�y�2≤1�x, y��
��� ��� ����� ���� ���� �Sx�22 = tr (S|x��x|S∗) = tr (S∗S|x��x|) ������

�� ��������� ����� ����� �� ����� ��� ���

B :=
�
(U ⊗ IZ)A0|u��u|A∗

0 (U ⊗ IZ)∗ : u ∈ S (X ) , U ∈ U (Y)
�
.

�� ��� ���� �� ���� ���� A = B� ���� ��� �� ���� �� ������� ��� ��������
�����������

�� B ⊆ A� ��� �� ���� u ∈ S (X ) ��� U ∈ U (Y) ����������� ��� ����

x = (U ⊗ IZ)A0u.

���� xx∗ �� ���� �� ������������ ��� �� ����������� ����

trY (|x��x|) = trY
�
(U ⊗ IZ)A0|u��u|A∗

0 (U ⊗ IZ)∗
�
= trY (A0|u��u|A∗

0) ,

��



����� ��������� �� ���� ������� X ∈ A�

�� A ⊆ B� ����������� ��� �� �������� �� ��������� ������� x ∈ A ��� �
������������� u ∈ S (X ) ���� ����

trY (|x��x|) = trY (A0|u��u|A∗
0) .

��� ���� x ��� A0u ��� ������������ �� ��� ���� ����� �trY (|x��x|)��
����� ���� ��� ��������� ���������� �� ��� ����� ���� ����� ������ � U ∈
U (Y) ���� �����

x = (U ⊗ IZ)A0u.

��� ���� ���� ����� �����

|x��x| = (U ⊗ IZ)A0|u��u|A∗
0 (U ⊗ IZ)∗

��� ��������� x ∈ B�
���� ������� ��� ����� �� ��� �������� �� ��� ���� ����� �

����� ��� ������� ���� �� ����� ��� ��� ������� ������ ����

���� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ������ �� �� ������� ��� ������ u ∈ S (X )
�� ��� ���������� ���������� tr (|u��u|) = 1 ��� u ∈ X � ��������� ��� �������
�� ���������� ������� ������� � ����� ��

��������� �x,A1A
∗
1x�

������� ��� trY (|x��x|) = trY (A0|u��u|A∗
0) ,

tr (|u��u|) = 1,

u ∈ X ,

x ∈ Y ⊗ Z.

�� ���������� ����� �� ���� ����� ��� ���� � ���� ��� �� ������� �� �� ����
���� �� ���� �� ��������� |x��x| ���|u��u| �� X ��� ρ� �� ���� �� �������� ���
��� ���������� X � |x��x|� �ρ � |u��u|�� ���� ����� �� ��� ��������� ����������

�������� �A1A
∗
1, X�

������� �� trY (X) = trY (A0ρA
∗
0) ,

tr (ρ) = 1

X � |x��x|,
ρ � |u��u|,
u ∈ X ,

x ∈ Y ⊗ Z.

���� ���� ��� �������� ��������� x ��� u �� ��� ������ �� ��� ������ ��������
��� �������� ��������� X � |x��x| ��� �� ����� ��� x ∈ Y ⊗ Z ��� ���������
������ �� �������� �� ��� ��������� X � 0� ���������� �� ��� ������ ����� ρ � 0

��



��� ���� u� �������� �������� ��������������� �� ρ �������� ���� ��� ���������
tr (ρ) = 1 ������� ���� ρ ��� �� �� � ������� ��������� ��������� ��� ������
���������� ������� ��� ��������� ������ �����

�������� �A1A
∗
1, X� ����

������� �� trY (X) = trY (A0ρA
∗
0) ,

X ∈ Pos (Y ⊗ Z) ,

ρ ∈ D (X )
������� ���� ������� ����� �� �� ����� ����� ��� ��� ������� ����� �� ���
���� ����� ����� ��� ������ �� ���� ������� ����������� �� �Φ�21� ��� ���
���� ����� �� ����� ����� �� ���� ������ � ������ ���� �� ���� ���� ��������
������� ���� �� �� ������� ��� ��� ��� ��� ������� ���� ������� ��Φ�2�� �� Φ
����� ��� ���� ��������� �� ���������� ������ ���� ���� ���� �� ���������� ����
���� �� ���� ����� ������� �Φ�21 ≤ �Φ�2� ∀Φ ∈ T (X ,Y)�

��� ������� ���� ����� ���� ������ �� �� ����� ���� ������ �� λ ��� µ
���� ��� �� ��������� �����������

µ = �Φµ�1 ≤ �Φµ��,
λ = �Φλ�−1

1 ≥ �Φλ�−1
� .

����� �������� ����� �������� ������

������ �� ��� ����� ��������� ��� �� �������� ��� � ������ ���� �� ����� ���
�� ������� �� ���� ���� ���� �� ����� � �� ���� ����� ���� ����� �������
��� ���������� ����� ������������ ������������� �� ������������ �� ��� ���������
�� � ������� ��������� ����� �������� ��� ����������� �� ���������� ����
����������� ����� Φ1 ��� Φ2 ��� ���� ��������������� �� ��� ��� �������
�������� Ψ1

µ,Ψ
2
µ ∈ T (X ,Y) ��� Ψ1

λ,Ψ
2
λ ∈ T (Y,X )� �� ���� �� ��������� cµ ���

cλ ���� ����

Φµ = cµ
�
Ψ1

µ −Ψ2
µ

�
,

Φ2 = cλ
�
Ψ1

λ −Ψ2
λ

�
.

���� ������ �� �� ������ ������� ����� ������ �� �������� ��� ��������� ��
����� ������������ ���� �� ����� �� ��� ����� ���� ���� ��� ���X ������� �X�1 ≤ 1
�� ����

µ = �Φµ�1 ≥ �Φµ (X) �1 = cµ�Ψ1
µ (X)−Ψ2

µ (X) �1
= 2cµδ

�
Ψ1

µ (X) ,Ψ2
µ (X)

�
≥ 2cµ

�
1− F

�
Ψ1

µ (X) ,Ψ2
µ (X)

��
.

���������� �� ��� ��� �� ��������� ������ ��� �������� λ� ���� ��������� ������
��� ��������� ����������

µ ≥ 2cµ
�
1− F

�
Ψ1

µ (X) ,Ψ2
µ (X)

��
��� ��� X ∈ Herm (X ) ���� �X�1 ≤ 1� ,

λ ≤ 1

2cλ

�
1− F

�
Ψ1

λ (Y ) ,Ψ
2
λ (Y )

��−1
��� ��� Y ∈ Herm (Y) ���� �Y �1 ≤ 1�

���� ���� �� �� ��� ���� �������������� �� ����� �������� ���� ��� �� ���������� �����������
���� � ���� �������������� �� ��� �������� ��������������

��



���� ���� ��� ��� ����X ∈ Herm (X ) �Y ∈ Herm (Y)�� ��� ������� F
�
Ψ1

µ (X) ,Ψ2
µ (X)

�

�F
�
Ψ1

λ (Y ) ,Ψ
2
λ (Y )

�
� ��� �� ��������� ���������� �� ������ ��� ��������� ���

����� ��������� �� ���������� ������ �� ��������� ����� ������ ��� �� ������
���� �� ���������� ��� ������� ���� ��� �������� ������

µ ≥ 2cµ

�
1− min

�X�1≤1
F
�
Ψ1

µ (X) ,Ψ2
µ (X)

��
, ����

λ ≤ 1

2cλ

�
1− min

�Y �1≤1
F
�
Ψ1

λ (Y ) ,Ψ
2
λ (Y )

��−1

. ����

������� ��� ������� �� � ������� ������� �������� ��� ��������� ���������� ��
���� ��� ������ ��� B (�.�1) �� ��������������� ���� �� ��������

����� ����������

���� ���� �������� �� ���� �������� ����� ��� ����� ������ ��� λ ��� µ� ���
������� ���� ������

µ ≤ �Φµ��, ����

λ ≥ �Φλ�−1
� ����

��� �� ���������� ����������� ��� �� ��� ����������� ����������� �� λ ��� µ�
���������� ���� ����� � ���������� ����� ����� �� ��� ����� ���� ������� λ�
���� ����� ������ ������ �� � �������� ����� ���� �������� ���������� ����������
���� ����� �� ����� ����� �� ��� ������� ����������� ����� ��� �� ������ ��
����� ����� ��� ����� ����� �� µ �� ����� ������ �� �� ������� �µ ≤ 1�� ���� ��
����� ��� ���� ��� ��� ����� ����� �� λ �λ > 0�� ���� �� ������ ������� ���
������� ���� �� ������ ����� ��� �������� ���������������
������ ���� ��� ����� ��������� ��� ����� �� ���� ��� ����� �������� ���� ����
��� ����������� ����������� �� ����� �������� ������������ ���� ��� �����

��� ��������� �� ��������� ���� ��� ���� �� ���������� ������� �� ��� ������
���� �� ��� ���������� �Φ�1 ≤ �Φ�� ��� ��������� ���������� ����� ����������
��� �������������� Φ ∈ T (X ,Y)� �� ������� ��������� ������� ���� ������
��������� ���������� �� ���������� �� ������� �������� Ψ1,Ψ2 ∈ T (X ,Y)
�Φ = c (Ψ1 −Ψ2)� ���� ��������� �� ��� �������� ���������� �� ��� ��������� ��
��� ����������

�Ψ1 −Ψ2�1 ≤ �Ψ1 −Ψ2�� ��� ������� �������� Ψ1,Ψ2� ����

��� ���� �� ���� ��� ��������� ������� �� ��� ������������ �� ������ ��� ���
�������������� �� ������� ��������� �� ��� ���������� ����� �� ������� ���� ���
���������� ������ ���� ������� ������� ��������������� ����� ��������� �� ����
���� ����� �� �� ���� �� ��������� ������� �������� Ψ1,Ψ2 ��� ����� ��������
���� �� ����� �� �� ��������� ��� ���� ������ �� �� ����� ��� �� ������� �� ���

������ ��� �������� ���������� ��� ������� ������ �������� �� �� ������� ��������� ���
��� ���������� ρ0 = ρ1 = X� ��� ������� ���������� ��� �������� �������� F (Φ0 (X) ,Φ1 (X))
������� �� Fmax (Φ0,Φ1)�

��



������ ���� ��� �������� ���������� ���� ����� ���� ���������� �� ���� ��� ���
��������� ����� ρ ∈ D (X ⊗ Z) ����� ����� �������� Ξ1,Ξ2 ∈ T (X ,Y) ���� ����

���Ξ1 ⊗ IL(Z)

�
(ρ)−

�
Ξ2 ⊗ IL(Z)

�
(ρ)

��
1
> �Ξ1 − Ξ2�1.

������ �Ξ1 −Ξ2�� > �Ξ1 −Ξ2�1 ��� ��� �������� ��������� ���� ��������� ����
��� ������ ������������ �������� �������� Ψ1,Ψ2� ���������� ���� �� ������ ��
�� ������� ������� ���� ���������� ����� ������� �� ����� ��� ��� ������� ���
��� ����� �� ��� ����� ������� �� ��� �����������

������� �� ���� �� ����� ��� ���� ��� ������ ���������� �� ��� ��������� ���
����������� �Φ�1 �� ����� �� �� ��������� ��� ��� ������������� ������� ����
�Φ��� ���� ��������� ���� ��� ���� ��������� ���� ��� ������� ���� �� � ������
����� ������� �� ��� ������� ������� �� ����� �� ����������� �� �������� �������
���� �������� �� ������������ �� ���� �� �������� �� ��� ���������� ��������� ��
���� �����

� ���������� ��� �������

�� ���� ���� �� ���� ������� �� ��� ���� ���� ��������� λ ��� µ� �����
��������� ���� ���������� �� �� ��������� �� ������ ��� �� ������ ��� ��
��� ���� �� ����� ��������������� ���� ����� ��� ��������� ��� �����������
�� �� ������ ��������������� �������� ���� ����������� {Mk}nk=1 �� � m�
����������� �������� ����� Herm (X ) �� ��� ����� ����������� ���� �� �����
�� ��� ����� �� ��� �������� ������ ���� ������� ����������� ����������� ��
����� �������� �� ���� ������ �� ���� ���������� ��� ������� ��� ���������
�� �������� ���� ���� ���� ����������

��� ���� ������� ������ �������� ��������� �� �� ��������� ������� �� ���
����� λ ��� ��� ������������� �������� λ̃� ��� ���������� � ������ �������� ����
� ������ ��������� ���� � ������������ ����������� �� �������� ��� ����������
����� �� ��� ������� ������ ���������� �� ��� ���������� ��������� ������ ��� ���
������ �� ��� �������� ��������� ��������� ������� �� ��� ������ �� �������� l

�
�

���� ������ �� ����������� ����� ��� ����������� �� ����� �� ���� �������������
�� (n−m)� ������� ���� ���������� ��� ���������� ������������ �������������
������������ ��������� ����� ����������� ��� ����� �� ���� ����������� �� ���
���� ��� �� ��� ������� ���������� �� ��� ������ �� ��������� ��� �������� ��
������ �� �� ��������������� ���� ��� m� n�

�������� ��� �������� �� ������������ ���� ������ ��� ������� ���������������
�������� ����� {Mk}nk=1 ���� Cd ����� Mk ∈ Pos

�
Cd

�
��� ���� k = 1, . . . , n�

����� ���� n = m = d2� �� ���� ������� ���� ��� �������� ������ �� ����
2n (n− 1) �������� ����� ��� ����������� ����� ����������� ��������� λ ��� λ̃�
��� ���� �� ���� ��������� �� �������� ��� ��������� ���������� ����� �� ����
���� ������� �� ���������� ��������� ��� ����� �� � ������� ���� �� ����
������� ��������������� �������� ������������� ��� �� ����� ���� ������ ��
�������� �� ����� ��������� λ = 1

d ���� λ̃ = 1
2d−1 � ������������� ���� ��������

��� ���������� ����� ����� 1
2

1
d+1 ≤ λ ≤ 1

d ���� ���� ��� �������� ��������
�� �� ������� ��� ������ ���� ��� ����� ���� ������� � ��� �� ���������� ������

��



n � m�� �� ���� ����������� ��� ���������� �������� ��� ���� �������������
���� ��������� ���� ����� �������� ��� ��������� ���������� ����� �� ���� ����
��� ��������������� ����� �������� � ������� ������� �� ��� �������� ��������
���� ���������� ������ ������ ��� ��������� ��������������� ����� ����� ���
����� ������ �� λ ���� λ̃�� ��� ����� ���� �������� �� ���� � ����� �����
�� ����� �� 1√

n
� ���� ���� �� ���� ���� �� ���� ������� �� ��� ���� �������

���� ��� ���� ��� ���������� �������� ���������� ��������� �� ��� ������ ��
�������� ��� ��������� ���� �������� ���� ���������� ������ ������������ ��
��� �������� �� ��������� ����� ������������ ����� ������������� ������ ��� �����
������ ������ �� �������� ��� ������������ ����� �� ��� ���������� �������
��� �� ������������ ��� ������������ ���� n � m �� �� ���� ��� ������ ���� ��
���������� �������� �� ���������� ������� �� ���� ���������� ���� �������
�� ��������� ��������������� �������� ���� {Mk}nk=1 ���� �� ������� ������

���������� �������� ���
�
M

�
k

�m

k=1
� �� ���� � ��������� ��������� λ ��� ���

����� ���� (1− c1)λ
� ≤ λ ≤ (1 + c2)λ

�
��� c1, c2 > 0 ������� �� ����� ����� ��

�� ��������� λ
�
������� �� λ� ���� ��� ���� �� ������ �� ���� ���������� ��������

��� ���������� ��� ������� ��� ���������� ������� ���������� ���� �������� λ
���������� ����������� ��������� ���������

��� ������ ������� ��� ������� ��������� ������ ����� ��� ����� ������
�� ���� ���� ���� ��������� λ ��� µ� ��� ����� ������ �� µ ��� 1

λ �����
��� ����� ����� �� λ� ��� ���� ���� �������� ��� �������� ��� ��������� ���
������� ���� �� ������� ��������������� �� ��������� �� �������� ������������
�� ����� �������������� ���� ������� ������ �� ��� ���� �� ��������� ����
��������� ���� ������������� ��� ���� ���������� ��� ������� ���� ��� �� ���
������ ��� ��������� ����� ������ ���������� �������� ��� �������� �� �����
������ �� ��� ���������� ���������� ���� �������������� ���� ��������� �� �������
������� �� ��� �������� �� ��� ������ ������������ �� ��� �������������� ���������
������� ��������� �� ��� ���������� �� ���� ������ �� ���� �������� �� �����
���� �� ����� �� �� ����������� �������� �� ������� ����������� ���� ��������
�������� �� ������� ���� ��� ���� ��������� �������� ������ ��� �� ��������
��������� ��� � ������� ��������� ���� ���� ��� ��������

���������������� � ���� �� ����� ����� �������� ���������� ��� �������
��� ��� ����� �� �� ������ ��� ������������ ���� ������ ������ ������� ������
�� �� ��� �������� ������������� ��� ��� ����������� ��� ��������� ��������
���������� ��� ����� ��������
������������ � ����� ���� �� ����� ����� ����� ������ ������� ������ ��� ���
����� ������� ��� ���������� ������������
� ���� ���� �� ����� ����� ��������� ��� ���� ��������� ��������
��������� ������� ���� ��� ����� �������� ������� ���������� ��� ��� �����
�������� ������ �� ���������� �� �������� �������� ������� ��� �����������
�� ���������� �������������

��



��������

���� ��������� ��� � ������� ����

�� ���� �������� ������� �� ������� ���� ������� ������������ ��� ������� ����
����� ��� ����� �� ��� ����� ������ ��������������� ��� ������� ��������
ρ ∈ D

�
C2

�
�� ����������� �� � ������ �r ∈ R3 ���

ρ =
1

2
(I+ �r.�σ) , �����

����� �σ = (σx, σy, σz)
T

��� ��r�l2 ≤ 1� ��� ��������� σx, σy, σz ������ ���
����� �����������

�� ��� ���� ���������� �� ��������� ��� ��������� ��������� λ ��� µ ���
� ���� ������ ��������������� �������� �����

��� ����

� ������ ���� ��� ��� ����� �� ����� �� ��� ��������� ��������� �� ��������

(Mk)
6
k=1 :=

�
1

3
|0��0|, 1

3
|1��1|, 1

3
|+��+|, 1

3
|−��−|, 1

3
| ���� |, 1

3
| ���� |

�
.

�����
���� �� ���� ���� ��� ��������� ����������

|+� :=
1√
2
(|0�+ |1�) , |−� := 1√

2
(|0� − |1�) ,

| �� :=
1√
2
(|0�+ i|1�) | �� := 1√

2
(|0� − i|1�) .

�� �� ����� �� ������� �� ��� |0�, |1�������� �� ������ ��� ��������� ������ ���
��������� ��� ��� ���� ���������

M1 =
1

3
|0��0| = 1

3

�
1 0
0 0

�
, M2 =

1

3
|1��1| = 1

3

�
0 0
0 1

�
,

M3 =
1

3
|+��+| = 1

6

�
1 1
1 1

�
, M4 =

1

3
|−��−| = 1

6

�
1 −1
−1 1

�

M5 =
1

3
| ���� | = 1

6

�
1 −i
i 1

�
M6 =

1

3
| ���� | = 1

6

�
1 i
−i 1

�
.

���� ���� ���� ���������� ������ ������� ��� ������� �������� �� � �����

6�

k=1

Mk = (M1 +M2) + (M3 +M4) + (M5 +M6) =
1

3
I2 +

1

3
I2 +

1

3
I2 = I2.

������� σx =

�
0 1
1 0

�
, σy =

�
0 −i
i 0

�
, σz =

�
1 0
0 −1

�

��



�� ����������� �������� � ����� �� ��� 2 × 2���������� ����� ����� �� ��������
�������� ��������� �� ����� �� ��� ����� �� ����� ��� ����

3 (M3 −M4) =

�
0 1
1 0

�
��� 3i (M5 −M6) =

�
0 1
−1 0

�
.

�� �� ������� ���� ��� ����������

��
1 0
0 0

�
,

�
0 0
0 1

�
,

�
0 1
1 0

�
,

�
0 1
−1 0

��

����� � ����� �� M2

�
C2

�
�

� ��������������� ����������� ������ ��� ��������� �������� ������� ��� ����
�������� ��� ��� ����� ��������

�� {σiM1} =
1

3
δzi , �� {σiM2} = −

1

3
δzi ,

�� {σiM3} =
1

3
δxi , �� {σiM4} = −

1

3
δxi ,

�� {σiM5} =
1

3
δyi , �� {σiM6} = −

1

3
δyi .

����������� ��� ��������� ���������

���� ���� ��� ����� ������ �������������� ����� ��� ���������� �� ������ ρ− σ
������� ��

ρ− τ =
1

2

�
�r − �t

�
�σ =:

1

2
�d�σ,

����� �d = �d
�
�r,�t

�
������� ��� ������������� ��������� ������� ���� �����������

���� ������� �������������� �� ��� ������ ���� ���������� ���� ��� �����������
������� ��� ������

M
�
�d
�

=
n�

k=1

|k��k| ��
�
1

2
�d�σMk

�

=
1

2

n�

k=1

|k��k| di�� {σiMk}

=
1

2
|1��1|di�� {σiM1}+

1

2
|2��2|di�� {σiM2}

+
1

2
|3��3|di�� {σiM3}+

1

2
|4��4|di�� {σiM4}

+
1

2
|5��5|di�� {σiM5}+

1

2
|6��6|di�� {σiM6}

=
1

6
{dz (|1��1| − |2��2) + dx (|3��3| − |4��4|) + dy (|5��5− |6��6|)} .

���� ���� �� ��� �������� ����� ��� ������������� ���������� �����

�M (ρ− τ) �1 =
1

6
(2|dz|+ 2|dx|+ 2|dy|) =

1

3
��d�l1 .

��



��� �������� ����� �������� ������� ��

�ρ− τ�1 = �1
2
�d�σ�1 = |λ1|+ |λ2|,

����� λi i = 1, 2 ������ ��� ����������� �� 1
2
�d�σ� �� ��� ��������� ��� �����������

�� 1
2
�d�σ ��� ��� �������� ���������� ���� ����

1

2
�d�σ =

1

2

�
dx

�
0 1
1 0

�
+ dy

�
0 −i
i 0

�
+ dz

�
1 0
0 −1

��

=
1

2

�
dz dx − idz

dx + idz −dz

�
.

��� �������������� ���������� �� ���� ������ ������� ��

p (λ) =

�
1

2
dz − λ

��
−1
2
dz − λ

�
− 1

2
(dx − idz)

1

2
(dx + idz)

=

�
λ2 − 1

4
d2z −

1

4
d2z −

1

4
d2z

�
.

����������

λ1,2 = ±
1

2

�
d2x + d2y + d2z = ±

1

2
��d�l2 .

���� ������ �� �� ��������� ��� ������ �������� ������� ρ ��� τ �

�ρ− τ�1 = |λ1|+ |λ2| = ��d�2. �����

��� �� ��� ����� �� ������� ��� ��� �������� �����

�ρ− τ�1 = ��d�2 ���

�M (ρ− τ) �1 =
1

3
��d�1.

�� ��� ��� ����� ���� ���� �� n ���������� �� ���� ��� ��������� x ∈ Rn�

�x�1 = ���� (x) , x� ≤ ���� (x) �2�x�2 =
√
n�x�2,

����� �� ��� �� ��������������� ���� ���� ���� ���������� �� �������� �������

��� Sn−1 ⊂ Rn � �� � ���������� ���� ������ �������

�M (ρ− τ) �1 =
1

3
��d�1 ≤

1√
3
��d�2 =

1√
3
�ρ− τ�1, �����

����� ������� ���� ����� ��� ������� ���������� �x�2 ≤ �x�1� �� ��� ���� ��
���� ��� ����� ����������

�ρ− τ�1 = ��d�2 ≤ ��d�1 =
3

3
��d�1 = 3�M (ρ− τ) �1. �����

������ ��� ������� x = 1√
n
(1, . . . , 1)T � ���� �x�1 =

√
d ��� �x�2 = 1�

������ ��� ������� x = (1, 0, . . . , 0)T � ���� �x�2 = 1 = �x�1�

��



��������� ����� ��� ����� ������

1

3
�ρ− τ�1 ≤ �M (ρ− τ) �1 ≤

1√
3
�ρ− τ�1. �����

��������� �� ���� µ = 1√
3
��� λ = 1

3 �

� ������ �������������� �� ��� ����

�� � ������ �������������� �� �������� ������ ������ ������������ �� ��� � ����
������ ��������� ����� {|0�, |1�}� {|+�, |−�} ��� {| ��, | ��}� �� ���� �� ����
���� �� ��������� ����� ��������� α, β, γ ∈ ]0, 1[ ���� ���� α + β + γ = 1 ���
������ ����� �� ��� ��������� ����

(Mk (α, β, γ))
6
k=1 := {α|0��0|, α|1��1|, β|+��+|, β|−��−|, γ| ���� |, γ| ���� |} .

���� ���� �� ����� ��������������� ��������� ������� α, β, γ > 0� �������� ���
����� ��������� ���� ��� ����� �������� ���� �����

�� {σiM1} = αδzi , �� {σiM2} = −αδzi ,
�� {σiM3} = βδxi , �� {σiM4} = −βδxi ,
�� {σiM5} = γδyi , �� {σiM6} = −γδyi .

��������� ��� ���� ����� �� ������� �� ���

M
�
�d
�

=

n�

k=1

|k��k| ��
�
1

2
�d�σMk

�

=
1

2

n�

k=1

|k��k| di�� {σiMk}

=
1

2
|1��1|di�� {σiM1}+

1

2
|2��2|di�� {σiM2}

+
1

2
|3��3|di�� {σiM3}+

1

2
|4��4|di�� {σiM4}

+
1

2
|5��5|di�� {σiM5}+

1

2
|6��6|di�� {σiM6}

=
1

2
{αdz (|1��1| − |2��2) + βdx (|3��3| − |4��4|) + γdy (|5��5− |6��6|)} ,

����� ������� �� ��� ��������� �����������

�M (ρ− τ) �1 =
1

2
(2α|dz|+ 2β|dx|+ 2γ|dy|) = β|dx|+ γ|dy|+ α|dz|.

��������� �� ���� �� ������� ��� ��������� �����������

�ρ− τ�1 = ��d�2,
�M (ρ− τ) �1 = β|dx|+ γ|dy|+ α|dz|.

��



���� ����

�M (ρ− τ) �1 ≥ min (α, β, γ) ��d�1 ≥ min (α, β, γ) ��d�2 = min (α, β, γ) �ρ− τ�1,

����� �� ������ ������ �� ���� ������� ����� ��� ��������� �� ��� ������ ���
��������� ��� ����� ���������� �� ������� �� � ������� ����

�M (ρ− τ) �1 ≤ max (α, β, γ) ��d�1 ≤
√
3max (α, β, γ) ��d�2 =

√
3max (α, β, γ) �ρ−τ�1,

�����
����� �� ��� ��� ����� ���������� ��������� �� ���� ����� ��� ��������� �����
���� ���� ����������� ������

min (α, β, γ) �ρ− τ�1 ≤ �M (ρ− τ) �1 ≤
√
3max (α, β, γ) �ρ− τ�1. �����

���� ���� ����� ������ �������� ����� �� � ������� ���� ��� α = β = γ = 1
3 � ���

���� ������ �� ���������� �� ������ � ������� ���������

�������� max (α, β, γ) = β� ���� ��� ���� ���������� �� ����� ��� �d = (1, 0, 0)T � ������� ���

������ ���������� �� ����� ��� �d = 1√
3
(1, 1, 1)T �

������ ���� ��� ���� ���������� �� ����� ������� �� �������� ��� α = β = γ�

��
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���� �� �������� ����������� �������� ��� ���������� ������� ������
����

���� �� �������� ������ �� ������� ����������� �������� ����� ������
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���� �� ������������ � ��������� ��� �������������� ������� ���
��������� ������� ��� ������ ���� ������� ����

���� �� �� ������� ������� ������ ��������� ������� ����� ��������
��� ��������� ������
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����

���� �� �� ������� ������ ��������������� ����� �������� ��������� ���
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���� � ������������� ������ ��������������� ����� �������� ����� ���
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