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������� ������������� ��� ��� y������ iR� ���� �������� ���� ������ �����
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��� �������� ����������� ∗ : C → C ��� ��� ���� ��������� �������� ����
z = a+ ib �������������� ���������

z∗ = a− ib.

�



��� �������� ����������� ���������� ����� ���������� �� ��� x������� (a, b)
���� ��� (a,−b) ����������� ��� ������ ��������� ����� ���� ��� ������ �������
�������� ����������

����� ���� ������� ����� ��������� �����

��� ��� ������ ����� ��������� ���� ���� �������� �������

|z|2 = zz∗ = z∗z.

������� ��� ������ ���� ��������� �������� ���� z = a + ib ��� ��� �����
(a, b) ∈ R2 �������������� ��� ������� ������ ������� ��� �������� ��� �����
|z| =

√
a2 + b2 ������������ �������� ������� ���� ���������

z∗z = (a− ib) (a+ ib) = (a+ ib) (a− ib) = zz∗

zz∗ = (a+ ib) (a− ib) = a2 − (ib)
2
= a2 + b2,

��� ������
zz∗ = z∗z = a2 + b2 = |z|2 . �

�������� ������������� �������� ��� ���� ���������� ���� ���� ���������
���� ��� ��� ��������� ������ ������ �������� ��� ��� ��� ������� ������� ���
���������� �������� �������� ��� ��� �������� ��������������������

����� ��������� ��������� ��������������������

��� �������� ������������������� exp : [0, 2π] → C ��� ������� ������

x �→ �ix = cos (x) + i sin (x) . ���

���������� ��� ������������ �ix = cos (x) + i sin (x) ���� �������� ���
������������������� �������� �������
��� �������� ������������������� ��� ������ ������������ ��������������

����� ���� �������������� ��� ��������� ��������������������

�� ����

�� ��� �������� ��� 2π������������ �i(x+2π) = �ix�

�� ��� �������� ����������� ������ ��� ���������� �� �����������
�
�ix
�∗

=
�−ix�

�� ��� ������ ��� ����� ��
���ix
�� = 1 ∀x ∈ [0, 2π]�

�



�� �������� ���������������

�0 = �2πi = 1

�i
π
2 = �−i 3π

2 = i

�iπ = �−iπ = −1

�i
3π
2 = �−iπ

2 = −i.

�� ������������ ��� �������� cos (x) = 1
2

�
�ix + �−ix

�
�

�� ������������ ��� ������ sin (x) = 1
2i

�
�ix − �−ix

�
�

�� Ã�ix + B̃�−ix = A cos (x) +B sin (x)

�������

�� ����� ������ ��� ��� 2π������������� ��� ����� ��� ��������

�i(x+2π) = cos (x+ 2π) + i sin (x+ 2π) = cos (x) + i sin (x) = �ix.

�� ����� ��� ��� ��������� ���� ������� ���� ������ �cos (−x) = cos (x)��
����� ���� ���� �������� �������� �sin (−x) = − sin (x)� ����

�
�ix
�∗

= {cos (x) + i sin (x)}∗ = cos (x)−i sin (x) = cos (−x)+i sin (−x) = �−ix.

�� ����� ����������� ��� ��
���ix
�� =
�

�ix (�ix)∗ =
√

�ix�−ix =
√

�ix−ix =√
�0 =

√
1 = 1.

�� ����� ��������� �� ���� ��� ��������� �i
π
2 = cos

�
π
2

�
+ i sin

�
π
2

�
=

0 + i = i. ��� ���������� �i
3π
2 = �−iπ

2 ����� ��� ��� 2π�������������

��� ��������� �−iπ
2 = �i(−

π
2 +2π) = �i

3π
2 �

�� ��� �� ��� ��� ��� �� ������ ���� ���� �������� ����������� �������

�ix = cos (x) + i sin (x) I.

�−ix = cos (x)− i sin (x) II.

���������� ��� ��� I.+ II.� �� �������� ����

�ix + �−ix = 2 cos (x) ⇒ cos (x) =
1

2

�
�ix + �−ix

�
.

���������� ��� ���������� I.− II.� �� ������ ���� ������������

�ix − �−ix = 2i sin (x) ⇒ sin (x) =
1

2i

�
�ix − �−ix

�
. �

�



�� ������� ���� �������� ��� �� ��� ���

A cos (x) +B sin (x) =
A

2

�
�ix + �−ix

�
+

B

2i

�
�ix − �−ix

�

=

�
A

2
+

B

2i

�
�ix +

�
A

2
− B

2i

�
�−ix

= Ã�ix + B̃�−ix.

����� ���� ��� ���������� ����

Ã =
A

2
+

B

2i

B̃ =
A

2
− B

2i
,

��� ��� ����� ��� ������� ���������

� ����������� ����������������������

��� �� ��� ���������� �������� ���� ��� ��������� ����� ����� ��� ��������
���� ��� ����� ��� ��� ������ ��� ������ ��� ����������� ��������������������
��� ������ ��� �������� �� ��������� ����� �� ������ ����� ��� ��� ���������
����������� ����� ������� ��� �������� ����� �� ������ ���������� ��� ������
����� ��� ����� ������ ����� ������ ������� ��� ��� ������� ���� ��� �����������
������������ ��������������������� ��� ��� ������ �������� �������������
����

��� �������� ������� ���������������������� ��� ��������

��� �����������

���������������������� ��� ����

a1f (x) + a2f
�
(x) + a3f

��
(x) + . . .+ anf

(n) (x) = 0 a1, . . . an ∈ C,

������ �������� ������� ��������������������� ��� ���� n ���� ���� ���� ���
������� ����������� ��������� ���� ��� ������������� ����������� a1, . . . , an
���� �������� ����������� ��� ���� �� ��� ������������ ��������������� ����
������ ��������� ���� ��� ��� ��� ����������������� ��� ���� �����������
��������� �������������

������� f (x) = C�λx :

f
�
(x) = λC�λx

f
��
(x) = λ2C�λx, . . .

�



��� ������ ������ ���� ��� ��� ����� ��� ��� ���� ����������� ������������
��������� n���� ������ �������������

0 = a1f (x) + a2f
�
(x) + a3f

��
(x) + . . .+ anf

(n) (x)

= a1C�λx + a2λC�λx + a3λ
2C�λx + . . .+ anλ

nC�λx

= C�λx
�
a1 + a2λ+ a3λ

2 + . . .+ anλ
n
�
.

���� ������ ��������� ��� n �������� λ1, . . . , λn� ������ λi ����� ��������
���������� ���� ���������� �� ����� �������������� Ci�λix� ��� ��� ��� ����� ���
���������� ������ ��� ���������� ��� ��� ���� ����� ���� ��������� ����������
�������� ����� ���������������� ��������

������ ����� �������� ����� f (x) = C1�
λ1x + . . .+ Cn�

λnx.

����������� ��������� ������������ �� ���� ���������� ���� ��� �������������
������������ ��������� ���� �������� ������ ��������� ����������� λ̃ ���� ���
������������ ���������� �������������������� ��� ���� ����� ����� ����� C̃�λ̃x

�������� ������� ����� (A+Bx) �λ̃x� ��� ���������� ������ ��� ���� ������
���� ����������������� ����� ��������� ���������

������ ���� ��������� ����� f (x) = C1�
λ1x+. . .+Cn−2�

λn−2x+(A+Bx) �λ̃x.

���������� �� ������� ������ ������� ��������� ���� ����� ��������� ����
���������� ����� ����������� ���������� ���������� ���� ��� �� ��� ������ �����
���� ����� ��� ������� ������� �������� ��� �� ���� ������������ ���������
������� ������� �������� ���� ��������� ���� ���� �������� ���������� ���� ����
��� ����� ����������� ��������� ����� ����

����� ������������ ���������������� ������ ��� ��� �� ���� ���������� ��������
�������

����� �������� �

y
��
+ 4y

�
+ 5y = 0

��������� ��� ��� ������ y (x) = C�λx ��� λ ∈ C �y
�
(x) = λC�λx ���

y
��
= λ2C�λx� � �� ������ �����

0 = y
��
+ 5y

�
+ 4b

= λ2C�λx + 4λC�λx + 5C�λx

=
�
λ2 + 4λ+ 5

�
C�λx

⇒ λ2 + 4λ+ 5 = 0.

��� ��� ���� �������� ������������ ��������� ��� ��� ���� λ ��������� ������

λ2 + 4λ+ 5 = 0 ⇒ λ1,2 = −2±
√
4− 5 = −2± i.

�



��� ����� �� ���� ��� ���� ��������� ����������� �� ���� ��� ������ ��� ����
������������������� ������� ��� ������������������� ��� �����������������

y (x) = A�λ1x +B�λ2x.

A ��� B ���� �������� ����������� ��� ����� ������� ������������������
���������� �������

����� �������� �

16y
��
+ 40y

�
+ 25y = 0

��� ������ y (x) = Ceλx ����� ��� ��� ����������������� ��������

16λ2 + 40λ+ 25 = 0 =⇒ λ2 +
5

2
λ+

25

16
= 0.

����� ������������ ��������� ��� �������� �������

λ1,2 = −5

4
±
��

5

4

�2

− 25

16
= −5

4
±
�

25

16
− 25

16
= −5

4
.

���� ��� ��� ���� ������� �������� ����������� ��� ���������� ���������� ���
����� ����� y (x) = (A+Bx) eλx �������� �� �� ���� ����� �������� �����������
����� ��� ��� ���� ����� ��� ������������ ����������������� ����� ���������
�������� ��� ���� �� ��� ����� ������ ����� ����� ��� ��� ���������� ������
���������

y (x) = (A+Bx) e−
5
4x.

��� ���������� ������� ���������������������� ��� ����

������� �����������

���������� ������� ����� ������ ��������� �������� ������ ����� ���� �����
�������� ��� ��� ������� ������

a1y (x) + a2y
�
(x) + a3y

��
(x) + . . .+ any

(n) (x) = g (x) ,

����� a1, . . . an ∈ C ������ ���������� ���� ��� g (x) ���� ��������� ����������
����� ���������� ������ ����� ������ ���� �������� ��� ��������� ������ ������

����� ���� ��������� ��� ����������� ������ ����� ����

��� ������ ����� ����������� �������� ��� ���������� ��� ����� ��� �����
����� ������ yh (x) ��� ������������ ������ yp (x)� ����� �����

• ��� �������� ������ yh (x) ��� ��� ���������� ������ ��� �����������
��������� ����

a1yh (x) + a2y
�
h (x) + a3y

��
h (x) + . . .+ any

(n)
h (x) = 0. ���

��



• ��� ����������� ������ yp (x) ��� ���������� ��������� ������ ��� ����

a1yp (x) + a2y
�
p (x) + a3y

��
p (x) + . . .+ any

(n)
p (x) = g (x) . ���

��� ����� ��� �� ������ ����� ����� ������ ��� ��� ��� ��� ���������
g (x)�

������� �� ������ ��� ���������� ��� ��� ������������ ��� y (x) = yh (x) +
yp (x) �����

a1y (x) + a2y
�
(x) + . . .+ any

(n) (x)

= a1 (yh (x) + yp (x)) + a2

�
y

�
h (x) + y

�
p (x)
�
+ . . .+ an

�
y
(n)
h (x) + y(n)p (x)

�

=
�
a1yh (x) + a2y

�
h (x) + . . .+ any

(n)
h (x)

�
+
�
a1yp (x) + a2y

�
p (x) + . . .+ any

(n)
p (x)

�

= 0 + g (x) = g (x) .

��� ������������� ��� ��������� ������ ����������� ���� ��� ����������� ���
����������� �������� ������ �������� ������ �

��� ������ ���� �� ��������� ��� ������ ��� ��� ������ ��� ������� ��������
��� ����������

����� �������� �

y
��
+ 2y

�
+ 5y = 3x2

����� ��� ���� ��� ��� �������� ������� ����� �������� ��� ��������

y
��
h + 2y

�
h + 5yh = 0.

����� ��������� ������ ��� ���������� ��� ��� �������������� yh = C�λx

������

0 = y
��
h + 2y

�
h + 5yh ⇒ λ2 + 2λ+ 5 = 0 ⇒ λ1,2 = −1± 2i

��� ������

yh (x) = e−x
�
Ã�2ix + B̃�−2ix

�
= e−x {A sin (2x) +B cos (2x)} .

���� ����� ��� ���� ��� ������������� ��� ��������� ������������������� ��������
��� ���������� ���� ������� �������� ��� ������� ������ ��� Ã ��� B̃ �������
����� A ��� B ��������� ��� ������ ��� ���� ��� ����������� ������ ������
��� ����������� ��� ��������� �������

yp (x) = Ax2 +Bx+ C

y
�
p (x) = 2Ax+B

y
��
p (x) = 2A

��



��� ������ ������ �� ����� ��� ��� ��� ��� ��������� ���� ���� ��� ��� ���� ���
������� ������� �������� ��������� �� ��� ��� y

��
p + 2y

�
p + 5yp = 3x2 ��������

y
��
p + 2y

�
p + 5yp = 2A+ 2 {2Ax+B}+ 5

�
Ax2 +Bx+ C

�

= 2A+ 4Ax+ 2B + 5Ax2 + 5Bx+ 5C

= 5Ax2 + {4A+ 5B}x+ {2A+ 2B + 5C} !
= 3x2.

����� ������ �������� ����������� ��� A� B ��� C�

5A = 3 ⇒ A =
3

5

4A+ 5B = 0 ⇒ B = −4

5
A = −4

5

3

5
= −12

52

2A+ 2B + 5C = 0 ⇒ C = −2

5
(A+B) = −2

5

�
3

5
− 4

5

3

5

�
= −2

5

3

5

1

5
= − 6

53
,

��� ������

yp (x) =
3

5
x2 − 12

52
x− 6

53
.

����� ��� ���� ���� ��� ��� ������������ ��� �������������������� y = yh+yp�

y (x) = e−x {A sin (2x) +B cos (x)}+ 3

5
x2 − 12

52
x− 6

53
.

����� �������� �

y
��
(x) + 2y

�
(x) + 5y (x) = cos (x)

��� �������� ������� ��� ��������� �� ��� �� �������� �� ����� ����� ���
�������

yh (x) = e−x {A sin (2x) +B cos (x)} .
��� ����� ��� ���� ��� ����������� ������� ��� ����������� ��������� �������

yp (x) = A cos (x) +B sin (x)

y
�
p (x) = −A sin (x) +B cos (x)

y
��
p (x) = −A cos (x)−B sin (x) .

��� ��� ��� ������ ��� ��� ��� ��� ���������� ������ ��� ������ ������ �� ���
��������� ���� �� ����� ��� y

��
p + 2y

�
p + 5yp = cos (x)�

y
��
p + 2y

�
p + 5yp = {−A cos (x)−B sin (x)}+ 2 {−A sin (x) +B cos (x)}

+ 5 {A cos (x) +B sin (x)}
= {−A+ 2B + 5A} cos (x) + {−B − 2A+ 5B} sin (x)

���������� ��� ��� ��� ��� ������� ����� ��� ���������� �� ���� �������

{−A+ 2B + 5A} cos (x) + {−B − 2A+ 5B} sin (x) = cos (x)

��



��� ������ ����� ��������� ���������������� ��� A ��� B�

4A+ 2B = 1

4B − 2A = 0

������ ������ ���� ��� ��� ����������� A = 1
5 ��� B = 1

10 � ���� ����� ��
������� ������������ �������

yp =
1

5
cos (x) +

1

10
sin (x)

����� ��� ���� ���� ��� ��� ������������ ��� �������������������� y = yh+yp�

y = e−x {A sin (2x) +B cos (x)}+ 1

5
cos (x) +

1

10
sin (x) .

��� ������� ���������������������� ��� ��������� ���������

���

���� ��� ������� ����� ���� ���������� ����������� ���� �� ��� �����������
��������� ��� ����������� ������ ��������� ��� ��������� ��������������� ���
��� ����������� �� �� �� ������ ��� ��������� ���������� ��� ��������� ������
���������� ��� ��� ���� ���������� ������ ����������� �������� �����������
����������� ��� ����� ��������� ����������� ������ ����� ����������

����� ��������

y
�
= x2y

���� ���� ��� ��� ��������� ����������� �y ��� ��� ���� ����� ��� x ��� ���
������� ����� ��� ����� y ����������

y
�
= x2y ⇒ y

�

y
= x2.

��� ���� ��� ��� ��������� ���������� ���� x ������������ ��� �����������
�������� ������ ����� ���������

y
�

y
= x2 ⇒

ˆ

y
�

y
�x =

ˆ

x2�x =
1

3
x3 + c,

����� c ��� ��������������������� ����������� ��
´

y
�

y �x �� ��������� �������
��� ��������� ������

y
�
�x =

�y
�x

�x ” = ” �y,

��� �����
ˆ

y
�

y
�x =

ˆ

1

y

�
�y
�x

�x

�
=

ˆ

1

y
�y = log (y) .

��



���� ������ �����

y
�

y
= x ⇒

ˆ

y
�

y
�x =

ˆ

x�x ⇒ log (y) =
1

3
x3 + c.

����� ������������� �������� ��� �������

y = �
1
3x

3+c =

A����
�c �

1
3x

3

= A�
1
3x

3

,

����� A ���� �������������� ��������� ���� ������ ����� ������� �������������
��� �������� ������ �����

��� ������������ ����������������������

��� ����������� ���������������������� ������������� ������ ���������� ���
������������ ������ ����������� ���� �� ���� ���� ����������� ����������� ������
��� ���� ��� ������ ����������� ���������� ����� ����� ����� �� ������������
����������� ����������� ��� ��� ���� ��� ��� ������ �������� ����� �������
������ ����� ����� ������������ ��� ��� ��������� ��� �� ����� ���������

����� ��������

y
�
= (y − x)

2
+ 1

��� ��� ������������ ��������� ��� ���� ���� �������� u (x) ��� ��������� ���
��� ������

u (x) := y − x ⇒ u
�
= y

� − 1 ⇒ y
�
= u

�
+ 1.

��� �������� �� ��� ��������� y−x ����� u ��� y
�
����� u

�
+1� ����� ��������

�� ���� �������������������� ��� u�

u
�
+ 1 = (u)

2
+ 1 ⇒ u

�
= u2 ⇒ u

�

u2
= 1.

��� ����� �������������������� ����� ���� ����� ����� ����������������� �����
�������� �� ������

u
�

u2
= 1 ⇒

ˆ

u
�

u2
�x =

ˆ

1�x.

������ �� ���� ���� ��������

u
�
�x =

�u
�x

�x ” = ” �u,

��� ������
ˆ

u
�

u2
�x =

ˆ

�u
u2

= − 1

u
+ c1.

��



���� ��� c1��� ���������������������� ��� ��� ������ ����� ������ ���� �������
ˆ

1�x = x+ c2,

����� c2 ���� ������� ��������������������� ���������� ����� ��� ��� ����������
���

c := c2 − c1,

��������� ������ ����

− 1

u
= x+ c ⇒ u = − 1

x+ c

������ ����� ���� ���� u = y − x ⇒ y = u + x ��� ����������� ������ y
����������

y = u+ x = x− 1

x+ c
.

� ��� ��������������� ���������������

��� ��������������� ��� ���� �������� ��������� ��������������������� ��� ������
�� ������ ��������� ��� ������������������� ��� ��� ��� ����� ���� ��������
��������� ��� ���� ��������� �����

• ��� ������������ ����������� �� ������� ������������������ ������
��������

• ��� ����������� ��� ������������������ �� ����� ������� �������������

• ��� ��������� ����� ������ �������������

�� ������ ������� ���������� ��� ��� ��������������� �� ����� ���������� �����
��� ����� �������� �����

�u (x, t) = F (x, t) x ∈ R, t > 0 ���

u (x, 0) = f (x) x ∈ R
ut (x, 0) = g (x) x ∈ R,

����� � ��� ������������������� �����������

�f (x, t) :=

�
∂2

∂t2
− c2

∂2

∂x2

�
f (x, t) = ftt (x, t)− c2fxx (x, t) .

c ����� ���� ��� ��� ��������������������������� ��� ����� ������ ��������������������
��� �� ������� ���� ���������������������� ��� �������������� �� ������ �������
������������ ��� ��� ��� ��� ������ ������ ���������

��



��� ��� �������� ���������������

��� �������� ��������������� ��� ��� ����������� ��� ����

�u (x, t) = 0 ���

u (x, 0) = f (x)

ut (x, 0) = g (x) ,

����� ��� ���������������� ��� ��� ��� ���� ������ x ∈ R ��� t > 0 ����� ���
������ ������� ���� �� ���� ���������� �������������� ������� ��� ������ ���
�����������

����� ������� ���� ������ ��� ������������

��� ������ ��� ��������� ��������������� ��� ��� ����� �������� ��������
��������

u (x, t) =
1

2
{f (x+ ct) + f (x− ct)}+ 1

2c

x+ct
ˆ

x−ct

g (s) �s. ���

������� ��� �������� ������ �������� ����������� ���� ���� ������� ��������
��� ���� h (x± ct) ��� �������� ��������������� ��������

�h (x± ct) =
∂2

∂t2
h (x± ct)− c2

∂2

∂x2
h (x± ct) = (±c)

∂

∂t
h

�
(x± ct)− c2

∂

∂x
h

�
(x± ct)

= (±c)
2
h

��
(x± ct)− c2h

��
(x± ct) =

�
c2 − c2

�
h

��
(x± ct) = 0.

�� ��� ��� G (s) ��� ������������� ��� g (s) ������ �
�s

G (s) = G
�
(s) = g (s)��

���� �����

1

2c

x+ct
ˆ

x−ct

g (s) �s =
1

2c
G (x+ ct)− 1

2c
G (x− ct) ,

��� ��� ������ ��� ���������� ���������� ������

u (x, t) =
1

2
{f (x+ ct) + f (x− ct)}+ 1

2c
G (x+ ct)− 1

2c
G (x− ct) .

����� ������� u (x, t) �� �������� ��� ��� ������������������� ��� ����������
��� ���� h (x± ct)� ����� ������� ������� �������� ���� ���� ������ ��������
��� ��� �������� ���������������� �������� ��� ���������� ��� ����������
������ ��� ���� ��� ����� ����������������� ���� ������ ���������� �� ������
���� �� ������� ���� ��� ��������������� ������� �����

u (x, 0) =
1

2
{f (x) + f (x)}+ 1

2c
G (x)− 1

2c
G (x) = f (x)

ut (x, 0) =
∂

∂t

1

2
{f (x+ ct)− f (x− ct)} |t=0 +

∂

∂t

�
1

2c
G (x+ ct)− 1

2c
G (x− ct)

�
|t=0

=
1

2

�
f

�
(x)− f

�
(x)
�
+

1

2c

�
cG

�
(x) + cG

�
(x)
�
= G

�
(x) = g (x) .

��



��� ������ ���������� ����� ��� ��� ��������� ��� G (s)� ����� ���� ���� ���
��������������� �������� ���������� ������ ����� ���� �� ������� ���� �����
������ �������� ��� ����������� �������� ������ ���� ��� ����� �������������
���������� ��� ���� ������� �

����� ��������

��� ��������� ��� �������� ��������������� ��� c = 10 ��� ��������� �������
����������

f (x) =

�
1 ���− 2 ≤ x ≤ 2

0 �����

g (x) =

�
10 ���− 2 ≤ x ≤ 2

0 �����.

������� ���� ��� ���� ��� ������ ��� ���� ����� �������� ��� ����� ��������
����� ��� ������������� ����� ���� �� ��������� ��� ��������� 1

2c

´ x+ct

x−ct
g (s) �s�

���� ��������� ������������ ����������� ������� �������� ��������������

G (x) =





−20 ��� x < −2

10x ���− 2 ≤ x ≤ 2

20 ��� x > 2.

��� ��� ������ ��� ���������� �������� ��� ��� ������ ������� ����������
�������

u (x, t) =
1

2
{f (x+ ct) + f (x− ct)}+ 1

20
{G (x+ ct)−G (x− ct)} ,

�� c = 10� �� ���� ����� �������� ��� ��� ����������� �� ��������� ������
��� �������� ����� ������������

u (x, t) ≤ 1

2
{|f (x+ ct)|+ |f (x− ct)|}+ 1

20
{|G (x+ ct)|+ |G (x− ct)|} .

��� ��� ���� ��� ���������� ������ ��� ������

|f (x)| ≤ 1 ∀x,

���
|G (x)| ≤ 20 ∀x,

�������� ����� �������� ��� �������� ������������

u (x, t) ≤ 1

2
{1 + 1}+ 1

20
{20 + 20} = 1 + 2 = 3,

��� ��� ������ ��� ������ ����� ���� u (x, t) ≤ 2 ∀x ∈ R ��� ∀t > 0 �����

��



��� ��� ���������� ���������������

��� ���������� ���� ��� ��������������� ��� ��� ����� ��� ���������� �������
��������� ��������

�u (x, t) = F (x, t) x ∈ R, t > 0

u (x, 0) = f (x) x ∈ R
ut (x, 0) = g (x) x ∈ R.

�� ���� ���� ������������ ����������������� �� ����� ���� ������ ��� ���
�����������

����� ��� ���������������� ������ ��� ����������

�������� ����������������� ��� ������ ��� ���������� ���� ��� ��� ����� �����
������ ����������������

u (x, t) =
1

2
{f (x+ ct) + f (x− ct)}+ 1

2c

x+ct
ˆ

x−ct

g (s) �s+
1

2c

t
ˆ

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

F (ξ, τ) �ξ�τ.

���
����� ������ ������������� ���� ��� ����� ��� ������� ���� ��� ���� ������
����� ��� ��� �������� ���� ���� ��� ������������� F (x, t) ��� ����������
�������� ������ ����� ���� ��������� ����� ���� ����������� ���� ��� ��������
����������� ��������� ������ ������� ����� ��� ��� ��� ��������� ���� �������
���� ��������� ��� ������ ���� ���������� ����� ����� ��� ������ �������������
������������ �������� ��� ���������� ��� ����� ������ ��� ����
��������� ��� ��� ��� ����� ��� ����������� ���������������� �� ������� ���
������������ ������� ���������� �� ��������� ��� ������� ���������� �� ��� �����
������� ��������� ��� ��� ������� ����� ���� ���� ����������� ����������������
����

����� ���������� ����������� ����������������� �� ��������

���� ��� ������������� ���� ��������� ��� ������� ��������� ������� ���� ����
��� ��� ���� ����������� ������ ��� �������������������� ���������� �������
����� ����� �� ����� ���� ��� ���������� ��������������� �� ���� ��������
����������� ����� �������� ��� ����� ���� ���� ������� ������� ��� ������
��� ������
��� ��������� ���� ��������� ������ ��� ������ ������������� �������� ������
������������

����� �������� ��� ������ ��� ����������

��� ��������� ��� ������� ���� �� ��� ���

�u (x, t) = x.

��



���� ������ ��� ���� 1
2c

´ t

0

´ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
F (ξ, τ) �ξ�τ �������� ��� F (ξ, τ) = ξ �������

����

1

2c

t
ˆ

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

F (ξ, τ) �ξ�τ =
1

2c

t
ˆ

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

ξ�ξ�τ

=
1

2c

t
ˆ

0

�
ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)

ξ�ξ

�
�τ

=
1

2c

t
ˆ

0

�
1

2
[x+ c (t− τ)]

2 − 1

2
[x− c (t− τ)]

2

�
�τ

=
1

4c

t
ˆ

0

�
x2 + 2xc (t− τ) + c2 (t− τ)

2 −
�
x2 − 2x (t− τ) + c2 (t− τ)

2
��

�

=
1

4c

t
ˆ

0

4xc (t− τ) �τ

= x

t
ˆ

0

(t− τ) �τ

= x

�
−1

2
(t− τ)

2 ��τ=t
τ=0

�
=

1

2
xt2.

����� ������� ��� �������� ������� ������ ��� 1
2xt

2� ��� ��������� ������ �
������� ��� ��������� ��� ������ �������� �� ��� � ��� �������� ������ ���
������ ��� ��������� ��������������� ��� ��� ������ ��� ���� ����� ����
����� ���������

����� �������� ��� ������������ ��������������

��� ����� �������� ��������������� ����� ������������ ��� ���� ��������
����

�w (x, t) = xt c = 1

w (x, 0) = x3

wt (x, 0) = cos (x) .

�������� ���� ���� �����

� =
∂2

∂t2
− c2

∂2

∂x2
=

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
,

�� c = 1� ��� �������� ����� ��� ��������� ���� ��� ������ ���������� �������
� ������� ��� ��� ������������ ���������������������� � �� ��� ��������� ���
��� ������������ ������� ���������� �������

��



w (x, t) = wh (x, t) + wp (x, t) .

��� ����� ��������� ��� ����� ���� ��� ��� ����������� ������ ������ ���
��������� �������� ��� ��������� ������ ��� ������ ������� ��� ��� ���������

wp (x, t) =
1

6
xt3,

���� ������ ��������

∂2

∂t2
wp (x, t) = xt

∂2

∂x2
wp (x, t) = 0.

��� ������� ����� �
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

�
wp (x, t) = xt.

��� ����� ���� ������ ����������� ������ ������� ��������� ��� ������ ���
��� ��� ��������� ������� ������� ��� ����������� w (x, t) = wh (x, t) +
wp (x, t) ��� �� ����������� ���� ������������ ��� ��� ����������������
��� ������ ��� ��������� ��������� ���������

w (x, 0) = wh (x, 0) + wp (x, 0) =⇒ wh (x, 0) = w (x, 0)− wp (x, 0)

wt (x, 0) =
∂

∂t
wh (x, 0) +

∂

∂t
wp (x, 0) =⇒

∂

∂t
wh (x, 0) =

∂

∂t
w (x, 0)− ∂

∂t
wp (x, 0) .

��� ��������� ���� ��������� ��������� ��������
�

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

�
wh (x, t) = 0

wh (x, 0) = w (x, 0)− wp (x, 0)

∂

∂t
wh (x, 0) =

∂

∂t
w (x, 0)− ∂

∂t
wp (x, 0) .

��� ����� ����������� ������ �������� ��� ��������

�wh (x, t) = 0

wh (x, 0) = w (x, 0)− wp (x, 0) = x3 − 1

6
xt3
��
t=0 = x3 − 0 = x3

∂

∂t
wh (x, 0) =

∂

∂t
w (x, 0)− ∂

∂t
wp (x, 0) = cos (x)− 1

2
xt2 |t=0 = cos (x) .

������ ������� ������ ��� ��� ��� ��� ������ ��� ���������� ��� ��������
���������������������� ����������� ������� ���� ����� ���� �������� ���� ����

��



����� c = 1 ������

wh (x, t) =
1

2

�
(x+ t)

3
+ (x− t)

3
�
+

1

2

x+t
ˆ

x−t

cos (s) ds

=
1

2

�
(x+ t)

3
+ (x− t)

3
�
+

1

2
{sin (x+ t)− sin (x− t)}

=
1

2

�
(x+ t)

3
+ (x− t)

3
+ sin (x+ t)− sin (x− t)

�
.

��� ������ ����� ���� ��� ��� ���������� ������ w (x, t) ��� �����������
��������������� ����������

w (x, t) = wh (x, t)+wp (x, t) =
1

2

�
(x+ t)

3
+ (x− t)

3
+ sin (x+ t)− sin (x− t)

�
+
1

6
xt3.

����� ���������

��� ���������� ����������������� ��� ������� ��� ���������� ��� ����� ���
����� �������������� ����������� ���������������� ���������� ��� ��� �����������
����� ���������� �������� ��� ��� ���������� ���������� ��������������� ���
���� �������� ��������������� �� ���� ��� ���� ����������� ������ ������
����� ���� �� ���� ���������� ��� ��� ���� ���� ��� ������������� ���������
���������� ������� �� ����� ������ ���� ����������� ������ �� �������� �� ���
��� ��� ������ ������� �������� ����������

��� ���������� �����������������

�� ������� ��������� ����� ��� �������� ��� ��� ���������� ���������������
��� � ���� ���������������������� ��� ��� ��� � ����� ������� ������ ������
���� ���� ����� ��������� ���� ��� ������ ���������������������� ����������
������� ������� ��� ������ ��� ���� ����� ����� ����� �� ���� ���������������
���������� ������� ��� ������� ���� ���� �� ��������� �������� ����������

����� ��������

��� ����� �������� ���������������������

uttt (x, t)− uxxt = xt

ut (x, 0) = x3

utt (x, 0) = cos (x) .

����� �������������������� ��� ������������� ����� ���������������� ����������
������ ��� ��� ����� ���� ������� ������������ �� ���� ����������� �������������

��



���� ��������

uttt (x, t)− uxxt =

�
∂3

∂t3
− ∂3

∂x2∂t

�
u (x, t) =

�
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

��
∂

∂t
u (x, t)

�
= xt

ut (x, 0) =

�
∂

∂t
u (x, t)

�
= x3

utt (x, 0) =
∂2

∂t2
u (x, t) =

∂

∂t

�
∂

∂t
u (x, t)

�
.

����� ��� ���� �������� ��������� ����

w (x, t) :=
∂

∂t
u (x, t) , ���

�� ������ ��� ���� �������� ���������� ��������������� ��� w (x, t) ��� c = 1

�� = ∂2

∂t2 − ∂2

∂x2 ��

�w (x, t) = xt

w (x, 0) = x3

wt (x, 0) = cos (x) .

��� ��� ��� ���� ����� ��� ���������������� ��� ��� �� ��������� ����� �������
������ ������ ��� ������ ��������� ����

w (x, t) =
1

2

�
(x+ t)

3
+ (x− t)

3
+ sin (x+ t)− sin (x− t)

�
+

1

6
xt3.

�������� ��� ��� ������ ��� ��� ������ ������ ���� ��� ������ ������� ���
���������� ������� ������ ��� ��������� ���� t ������������

u (x, t) =

ˆ

w (x, t) �t+ f (x) . ���

f (x) ����� ���� ��� ���� ��������� ��� x ��������� ��������� �� ∂
∂tf (x) = 0

�f (x) ��� �� ���������� ��� t�� ���������� ����� �������� ��� ����������������
������ ��� ���������������� ����������� ������ ��� ������� �������� ��� �������
���

∂

∂t
u (x, t) =

∂

∂t

�
ˆ

w (x, t) �t+ f (x)

�
=

∂

∂t

ˆ

w (x, t) dt+

0� �� �
∂

∂t
f (x) = w (x, t) ,

����� ∂
∂t

´

w (x, t) �t = w (x, t) ���������� ��� ��������� ��������� ������ ��
������� ���� ���� ����� ��� ��� �������� �������� u (x, t)�

u (x, t) =

ˆ

w (x, t) �t+ f (x)

=

ˆ

�
1

2

�
(x+ t)

3
+ (x− t)

3
+ sin (x+ t)− sin (x− t)

�
+

1

6
xt3
�
�t+ f (x)

=
1

8

�
(x+ t)

4 − (x− t)
4
�
− 1

2
{cos (x+ t) + cos (x− t)}+ 1

24
xt4 + f (x) .

��



��� ������ ��� ������ ��� ������ ������

u (x, t) =
1

8

�
(x+ t)

4 − (x− t)
4
�
− 1

2
{cos (x+ t) + cos (x− t)}+ 1

24
xt4+f (x) .

� ��� ������� ��� �������������������

��� ������������ ��������� ��� ����������������������

�� ������ ������� ������� ��� ���� ��� ����������� �������� ��� ����� ����������
���������������������� ���� ��� ������� ��� �������������������� ������� ���
������ ������������ �������� ��� ��� ������ ������ ����� ��������� ��������� �
������� ��� ����������������������� ��������� �������� ��� ��� ��� ���������
��������� [0, L]�

ut − kuxx = 0 ∀x ∈ [0, L] , ∀t > 0 ����

u (0, t) = u (L, t) = 0 ∀t > 0 ����

u (x, 0) = 7 sin (3πx) , ����

��� ���������� ���� ���� �� ��� ������������ �������������������� �������� ���
t� ���� ��� x������������ ����������� ����� ���������� ����������� �uxt ����
��� �������� ���� ��������� ����������� ���� ��������� ��������������������
����� ��� ����������� ��� ��������� ���������������������� ���� ��� �������
��� ���������� ������ ����������

u (x, t) = X (x)T (t) . ����

������ ��� ������ ������ �� ���� ���� �� �������� ����

0 = ut − kuxx =
∂

∂t
{X (x)T (t)} − k

∂2

∂x2
{X (x)T (t)}

= X (x)
∂

∂t
T (t)− kT (t)

∂2

∂x2
X (x) .

������ �������� ������ ��� ��� ����� kX (x)T (t) �����������

0 =
1

kT (t)

∂

∂t
T (t)− 1

X (x)

∂2

∂x2
X (x)

�����
1

kT (t)

∂

∂t
T (t) =

1

X (x)

∂2

∂x2
X (x) . ����

��� ����� ����� ��� ������ �� ���� ����� ��� ��� ������������� ��� ����
���������� �

• ����� ������ ��� ���������� ��� ������������� ��� t ���������

������ ������������� ���������� �������� �������� ����� �������� ��� ��� ����� ��� ���

��� ��������������� ������ ���� ��� ��� �� ����� ��� ���������� ������������ �� ����
������ ����� ���� ��� ���� ��� ��������

��



• ������ ������ ��� ���������� ��� �������������� ��� x ���������

��� ���������� ���� ������ ��� ��������� x ∈ [0, L] ��� t > 0 ������� ���� ���
���� ��� �������� ���� ����� ������ �������� ����� �� ������ ���� ������ ���
����������

1

kT (t)

∂

∂t
T (t) = −ω2 =

1

X (x)

∂2

∂x2
X (x) ,

�����−ω2��� ��������������������� ��������������������� ���������� ���� ���������
����� ������ ����� ��� ������������� ���� �������������� ���� ���� ������
��� ������� ��� ������ ����� ��� �� ��� ��� �������� ��� ��������� ��� ���� ��
���� ����������� ����� �� ���������

1

X (x)

∂2

∂x2
X (x) = −ω2 ⇒ ∂2

∂x2
X (x) = −ω2X (x) ����

1

kT (t)

∂

∂t
T (t) = −ω2 ⇒ ∂

∂t
T (t) = −kω2T (t) . ����

���� ��� ������������� ���� ����� ���� �����������

u (0, t) = u (L, t) = 0 ⇒ X (0)T (t) = X (L)T (t) = 0 ∀t > 0,

��� ��� �������� ������������� ������

X (0) = X (L) = 0. ����

��������� ������ ��� ��� ������������� ���� �������

u (x, 0) = 7 sin (3πx) ⇒ X (x)T (0) = 7 sin (3πx) ,

��� �������� ������������� �����������

X (x) =
1

T (0)
7 sin (3πx) . ����

��������� ���� �������� ��� ��� ������������� ���� ������ ��� ���� �������
����������� ��� ��� X (x) ��� ��� x ������� ���� ����������� ��� ���������

��������� ���������� ∂2

∂x2X (x) = �2

�x
X (x) = X

��
(x)��

X
��
(x) = −ω2X (x)

X (0) = X (L) = 0.

����� �������������������� ��� �������� ��� ��� ���������� ��� −ω2 ����
�������� ���������

���� ���� −ω2 ��� ������� ��� ���� ��� ������ ��� ������� ����� ������������

��



�� +ω2 < 0 : ���� ������ ��� ������ X (x) = A�ωx + B�−ωx� ��� �������
������� ������� ���� �����������

X (0) = 0 ⇒ A = −B

X (L) = 0 ⇒ A�ωL −A�−ωL = 0 ⇒ A = 0.

���� ���� ��� ���� ��� ��� �������� ������ X (x) = 0 �������� ��� A = B =
0��

�� +ω2 = 0� ���� ������ ��� ������� X (x) = A + Bx� ��� �������������
�����������

X (0) = 0 ⇒ A = 0

X (L) = 0 ⇒ BL = 0 ⇒ B = 0,

��� ��� �������� ������ ��� �������� ������ X (x) = 0�

�� +ω2 > 0 : ���� ������ ��� ������� X (x) = Ã�iωx+B̃�−iωx = A cos (ωx)+
B sin (ωx) , ����� ��� ���� ��� ������������� ��� ��������� ������������
�������� ������� ������ ���� ���������� ��� ��������������

X (0) = 0 ⇒ A = 0

X (L) = 0 ⇒ B sin (ωL) = 0.

�������� ��������� ��� ����� ���� �������������� �������� ���� ω = nπ
L ���

n ∈ N �������� �����

��� ����� ����� ���� ��������� ���� ��� ���� ���� ������������� ������ ����
���� ωn = nπ

L ��� n ∈ Z ���������� ��� ��� ���� n ∈ N �������� ��� �����

Xn (x) = Bn sin
�nπ

L
x
�
.

��� ������������� ���� ��� ���� �������� ��� ��� ���� � ��� ���� � �����������
��� ��������� ��������������������� �������������� ��� ����� ���� �������
�������� ������������ ����� ������� �������� ���� ��� �������������������
��� �� ���� ��� ���� ���������� ����� �������� ��� ��� �����

∂

∂t
Tn (t) = −kω2

nT (t) = −kn2π2

L2
Tn (t) ,

������ ��� ������ ��� ���������� ������ ������� �������

Tn (t) = An exp

�
−kn2π2

L2
t

�
, ����

����� An ���� ��������� ���� ���� ���� �� ����� �������������� ��������������
��� ������ ������ ������������ ����� ���������������

un (x, t) = Cn sin
�nπ

L
x
�
exp

�
−kn2π2

L2
t

�
��� ��� n ∈ N��������,

���� ����� n ������������ ��� ������������ ������ ����� ��� ��� ���� n�

��



����� ��� ���� ���� ��������� Cn := AnBn ���������� ������ �����������
����� ��� ����� ��� ����� ������� ��������� ����� �������� �������� ��������
����� ��� ����� n = 1, 2, 3 . . .�� ��� ��������������������� ���� ��� ���� ����
��� ���������� ������ ��� ����� ����������������� ����� ��������� ��������
�������� �� ������� ���� �������� �����

u (x, t) =

∞�

n=1

Cn sin
�nπ

L
x
�
exp

�
−kn2π2

L2
t

�
.

���������� ���� ��� ���������� Cn ���� ����������� ��� ������ ��� ��� �����
��������� ������� ������ ��� ��� ������� ������������� ���������� ������ ���
�� ������� ������ t = 0� �� ���� ����� ���� �������

u (x, 0) =

∞�

n=1

Cn sin
�nπ

L
x
�
exp

�
−kn2π2

L2
t

�
|t=0 =

∞�

n=1

Cn sin
�nπ

L
x
�

u (x, 0)
!
= 7 sin

�
3π

L
x

�
.

������ ������ ��� ����� ����� �������������������� ��������� ���� C3 = 7
��� ����� Cn = 0 ������ ����� ������ ���������� ������ ������ ������

u (x, t) = 7 sin

�
3π

L
x

�
exp

�
−9kπ2

L2
t

�
.

��� ������������������� ��� ���������� �������������

���

��� ������� ��� ������������������� ��� ���� �������� ���������� ����� ���
������������ ��� ��� ��������� ������������� ���� �u (0, t) = u (L, t) =
0 ∀t > 0� ��� ����� ������������� ��� ���������� ����� ����� �����������
���� �������� ���� ��� ������ ���������� ��������������� ��� �����
���� ��������������� ������������� ������ ��������� ������ ��� �� ��������
�������� �����������������

ut − kuxx = 0

u (0, t) = 4 ∀t > 0

u (L, t) = 12 ∀t > 0

u (x, 0) = f (x) ∀x ∈ [0, L] ,

����� f (x) ���� ��������� L������������ ������ f (x+ L) = f (x)� ��������
���������� ��� ��� ��� ���� ����� ����� �������� ������� ��� ������ ��� �����
��������� ��� ����� ����� �� ���� ��������� ��� ��������� �������������
��� ����������� ��� ����� ������� ������ ������ ��� ��� ���������� �� ����
�������� ��� ����������� �������

u (x, t) = uh (x, t) + up (x, t) .

��



������� ������� ��������� ������ ��� ����

up (x, t) := Ax+B,

�� ∂
∂tup = 0 ��� ∂2

∂x2up = 0� ��� ����� ���� ���� ����������� ������ ��������
��� ������ ��� ��� ��������������� ���������

up (0, t) = B
!
= 4 ⇒ B = 4

up (L, t) = AL+B
!
= 12 ⇒ A =

1

L
(12−B) =

8

L
.

����� ����� ����

up (x, t) =
8

L
x+ 4,

��� ��� �������� ������� �uh = u−up� ��� ��� ������������ �������� �����

∂

∂t
uh − k

∂2

∂x2
uh = 0−

�
∂

∂t
up − k

∂2

∂x2
up

�
= 0

uh (0, t) = 4− up (0, t) = 0 ∀t > 0

uh (L, t) = 12− up (L, t) = 0 ∀t > 0

uh (x, 0) = f (x)− up (x, 0) .

��� ������ ����� ��� �� ��� �������� ��� ������������� ������������ ����
������������� �� ��� ��������� �� �����������

∂

∂t
uh − k

∂2

∂x2
uh = 0

uh (0, t) = 0 ∀t > 0

uh (L, t) = 0 ∀t > 0

u (x, 0) = f (x)− up (x, 0) .

��� �������� ������ uh ����� ���� ��� ������ ������ ��� ������ �������� ������
��� ������� ������ ��� ���� ��������� ���� �������� ��� ����������� ������
���������������

u (x, t) = uh (x, t) + up (x, t) = uh (x, t) +
8

L
x+ 4.

� ��������������

�������� ����� ������������ ������ ��������� ����������� ����� ���������� �������
������� ���������� ��� ����� ���������� ����� ������ ��� ���������� �����������
������� ��� ��������� �������� ������ ��� ��������� ������� T ������������
�����������

��



��� ��� ������ ������������

����� �������������� �������������

���� ���������� T ������������ �������� �f (x+ T ) = f (x) ∀x� ���� �� �����
������� ������������ ���������� �������

f (x) =
a0
2

+

∞�

k=1

(ak cos {kωx}+ bk sin {kωx})

ω =
2π

T

a0
2

=
1

T

c+T
ˆ

c

f (x) �x

ak =
2

T

c+T
ˆ

c

f (x) cos {kωx} �x

bk =
2

T

c+T
ˆ

c

f (x) sin {kωx} �x.

��� ��������� c� ������ �� ����� �������� ��������� ���� �������� �������
������� ��� ����������� ���� ����� ���� ��� c ��� ��������� ��� ������

����� ����� ������� ��� �������� �����������

��� fu (x) ���� ��������� ������������ �������� �������� �fu (−x) = −fu (x)�
��� ��� fg (x) ���� ��������� ������������ ������ �������� �fg (−x) = fg (x)�
���� ���� ����������

a
ˆ

−a

fu (x) dx = 0 ∀a ∈ [0,∞[

a
ˆ

−a

fg (x) dx = 2

a
ˆ

0

fg (x) �x ∀a ∈ [0,∞[ .

������ ��� ���������� �������� ��� ��������� ����� ���� �����

fu (−x) = −fu (x) .

��������� ���� ��� ��� �� ����������� �������� �����������

a
ˆ

−a

fu (x) �x =

0
ˆ

−a

fu (x) �x+

a
ˆ

0

fu (x) �x.

��



�� ������ �������� ������ ��� �������� ������������ ���������

y = −x

�x = −�y,

������ ��������� �����������

0
ˆ

−a

fu (x) �x =

0
ˆ

a

fu (−y) (−�y) = −
0
ˆ

a

{−fu (y)} �y =

0
ˆ

a

fu (y) �y

= −
a
ˆ

0

fu (x) �x,

��
´ b

a
f (x) �x = −

´ a

b
f (x) �x ����� ����� ������������ ��� �������� ��� ���

���������������

a
ˆ

−a

fu (x) �x =

0
ˆ

−a

fu (x) �x+

a
ˆ

0

fu (x) �x = −
a
ˆ

0

fu (x) �x+

a
ˆ

0

fu (x) �x = 0,

��� ��� ����� ���� ��� ������ ��� ���������
�� ������� ���� ������ ��� ������ ��������� ��� ���� ���� fg (−x) = fg (x) �����
����� ������������� ���� ����� ����������� ��� ��� ������ ��������� ����� ���
������������� �� ���� �����

0
ˆ

−a

fg (x) �x =

a
ˆ

0

fg (x) �x.

��� ��� �������������� �������� ����

a
ˆ

−a

fg (x) �x =

0
ˆ

−a

fg (x) �x+

a
ˆ

0

fg (x) �x =

a
ˆ

0

fg (x) �x+

a
ˆ

0

fg (x) �x = 2

a
ˆ

0

fg (x) �x.

����� ��� ��� ����� ���������

����� �������� ������������� ������� ��� ��������� �����������

• ��� ��� ������������ ����� ��������� �������� fu (x) �����

ak = 0

a0 = 0,

��� ������ fu (x) =
�∞

k=1 bk sin (kωx)

��



• ��� ��� ������������ ����� ������ �������� �����

bk = 0,

��� ������ fg (x) =
a0

2 +
�∞

k=1 ak cos (kωx)�

������� ������ �������� ��� ���� ������� ��������� ��� ������ ������� ���
���� �������� �������� fu (x) ��� fu (x) cos (kωx) ��������� ��������� ������
��� c = −T

2 � �� �������� ��� ��� ak ��� a0

2 �����������

ak =
2

T

c+T
ˆ

c

fu (x) cos {kωx} �x =
2

T

T
2
ˆ

−T
2

fu (x) cos {kωx} �x = 0

a0
2

=
1

T

c+T
ˆ

c

fu (x) �x =
1

T

T
2
ˆ

−T
2

fu (x) �x = 0,

����� ����� ����� ���� �������� ����� ��������� �������� ���� ��� ����
���������� ��������� ������������ ���� ��������� ���� ��� ���� ������ �����
���� fg (x)� ���� fg (x) sin (kωx) ���� �������� �������� ���� ����� ��� ������
c = −T

2 � �� ���� �� ������ �����

bk =
2

T

c+T
ˆ

c

fg (x) sin {kωx} �x =
2

T

T
2
ˆ

−T
2

fg (x) sin {kωx} �x = 0.

����� ����� ��� ��� �������� ��������� �

��� ��� �������� ������������

������ ��� ������� ������������ ���� �� ���� ���� �������� ������������� ���
������ ��� ���� ����������

����� ������� � �������� �������������

���� ���������� T ������������ �������� �f (x+ T ) = f (x) ��� x ��������� ����
�� ����� ��������� ������������ ���������� �������

f (x) =

∞�

k=−∞
ck�

ikωx

ck =
1

T

c+T
ˆ

c

f (x) �−ikωx�x k �= 0

c0 =
1

T

c+T
ˆ

c

f (x) �x,

����� ��� ��������� c ������ �������� ������� ������ �����

��



����� ������� ������������� �������� ������� ��� ��������� ��������
������

������ ��� �������� ������������ ���� ����������� ��� ��� ������� �������������
���������� ���� ��������� �������������

ck =
ak + ibk

2
��� k < 0 ����

ck =
ak − ibk

2
��� k > 0

c0 =
a0
2
,

���� ���� ��� ��� ����������� ��������

ak = (ck + c−k) ����

bk = i (ck − c−k)
a0
2

= c0.

������� ��� ��������� ��� ����������� cos {x} = 1
2

�
�ix + �−ix

�
��� sin {x} =

1
2i

�
�ix − �−ix

�
�� ��� ������ ������������ ��������������

f (x) =
a0
2

+
∞�

k=1

(ak cos {kωx}+ bk sin {kωx})

=
a0
2

+
∞�

k=1

�
ak

1

2

�
�ikωx + �−ikωx

�
+ bk

1

2i

�
�ikωx − �−ikωx

��

=
a0
2

+
∞�

k=1

�
1

2

�
ak +

1

i
bk

�
�ikωx +

1

2

�
ak − 1

i
bk

�
�−ikωx

�

=
a0
2

+

∞�

k=1

1

2
(ak − ibk) �

ikωx +

∞�

k=1

1

2
(ak + ibk) �

−ikωx

=
a0
2����
c0

+

∞�

k=1

1

2
(ak − ibk)
� �� �
ck ��� k>0

�ikωx +

−∞�

k=−1

1

2
(a−k + ib−k)
� �� �

ck ��� k<0

�ikωx

=

∞�

k=−∞
ck�

ikωx.

��� �������� ������������ ���� ���� ��� ��� ������� ����������� ������� �����
������ ������������ ���� ����� ����� ����� ��� ��� ���������� ������ ������
�������� ���� ����� ������ ��� ����� �

����� ���������

��� ����� ������� ������ ���� ������ ��� �������� ������������ ���������� �����
��� ��������� ��� ������� ������������ ���������� ��� ������ ������ ��� �������

��



���� ����������� �������������� ����� ��� ���������� �������� ������ ���� ������
��� ����
��� �������� ������������ ���������� ����� �������� ������ ��� ���� �������
������� ��� ������ ���� �������� ���������� ��� ����� �������� ����� ������
����� ��� � ����������� � c0 ��� ck� ��������� ������� ���������� ���� ���
����� ������� ���������� ������������� �� ����������� �������� ��������������

��� ���������

����� ��������� ������ ������������ ��� ����������������

��� ��������� ��� ������ ������������ ��� ����������������� f (x) = x ���
[−1, 1] ��� ���� ���������� ������������ ������������� ��� ��� ���������� �����
�������� ��������� ��� ����� �������� ������� ���������

f (−x) = −x = −f (x) ,

��� ��� ����������� ����������� ������ ������ �� ������ ��������� ��� ��� �����
��� ���� T = 2 �T ���������� ����� ��� ����� ��� ����������� ��� ����� �����

ω =
2π

2
= π.

��� ������ ��������� ���� a0

2 ��� ���� ak ������������� �� ��� �������� ������
��� ���� ����� ������ ��� ��� ���� ���� bk ���������� ��� ��������� c ����
����������� ������� ������ ��� ��� ����������� ��� ��� c = −1 ��� ��� �����
���� ���� ���� c �� �� ������� ���� ��� �� � ������������� ���������������������
���������� ���� �����

bk =
2

T

c+T
ˆ

c

f (x) sin {kωx} �x =
2

2

−1+2
ˆ

−1

x sin {kπx}�x =

1
ˆ

−1

x sin {kπx} �x

���
= − 1

kπ
x cos {kπx} |1−1 +

1

kπ

1
ˆ

−1

cos {kπx} �x

= − 1

kπ
(1) cos {kπ}+ 1

kπ
(−1) cos {−kπ}+ 1

(kπ)
2 sin {kπx} |1−1

= − 1

kπ
cos {kπ} − 1

kπ
cos {kπ}+ 1

(kπ)
2 sin {kπ} − 1

(kπ)
2 sin {−kπ}

= − 2

kπ
cos {kπ}+ 1

(kπ)
2 sin {kπ}+ 1

(kπ)
2 sin {kπ}

= − 2

kπ
cos {kπ}+ 2

(kπ)
2 sin {kπ} ,

��



����� ��� cos {−x} = cos {x} ��� sin {−x} = − sin {x} ������� ������ ���
���� �����������

sin {kπ} = 0 ∀k ∈ Z
cos {kπ} = (−1)

k ∀k ∈ Z,

��� ����� ����� ��� bk�

bk = − 2

kπ
cos {kπ}+ 2

(kπ)
2 sin {kπ} = − 2

kπ
(−1)

k
= − 2

π

(−1)
k

k
.

����� ����� ��� ��� �������� ������������ ���� ����� ���������

f (x) = − 2

π

∞�

k=1

(−1)
k

k
sin {kπx} .

����� ��������� �������� ������������ ��� ����������������

��� ��������� ��� ���� ���� ��� �������� ������������ ��� �����������������
f (x) = x ��� [−1, 1] ��� ���� ���������� ������������ �� ���� ������ T = 2 ���
������

ω =
2π

2
= π.

��� ������ ��� ��� ����������� ck ���������� ��� ��������� c ������ ���
������ ��� �� ��� ��� ���� ������������ ��� ��������� ������������

c0 =
1

T

c+T
ˆ

c

f (x) �−i0ωx�x =
1

2

1
ˆ

−1

x�x =
1

4
x2|1−1 = 0.

ck =
1

T

c+T
ˆ

c

f (x) �−ikωx�x =
1

2

1
ˆ

−1

x�−ikπx�x

����
=

1

2

1

(−ikπ)
x�−ikπx|1−1 −

1

2

1

(−ikπ)

1
ˆ

−1

�−ikπx�x

= − 1

2ikπ
�−ikπ − 1

2ikπ
�ikπ +

1

2ikπ

1
ˆ

−1

�−ikπxdx

= − 1

2ikπ

��
�iπ
�k

+
�
�−iπ
�k�− 1

2 (ikπ)
2 �

−ikπx|1−1

= − 1

2ikπ

�
(−1)

k
+ (−1)

k
�
− 1

2 (ikπ)
2

�
�−ikπ − �ikπ

�

= − (−1)
k

ikπ
− 1

2 (ikπ)
2

�
(−1)

k − (−1)
k
�
= − (−1)

k

ikπ
,

��



����� �� ��� �������� (ea)
b
= eab ��� eiπ = e−iπ = −1 ��������� �������

�������� ��� ���� ������ ��� ������ ���� ��� ������ ������������ ����������

a0
2

= c0 = 0

ak = (ck + c−k) = − (−1)
k

ikπ
− (−1)

(−k)

i (−k)π
= 0

bk = i (ck − c−k) = i

�
− (−1)

k

ikπ
+

(−1)
(−k)

i (−k)π

�
= − 2

π

(−1)
k

k
,

��� ����� ������� ������ �������� �����������

����� ��������� �������� ������������ ��� ex ��� [−π, π]

�������� ��� �������� ������������ ��� ������������ ����������� ��� f (x) = ex

��� [−π, π]� ��� ��������� ���� T = 2π ��� ������

ω =
2π

2π
= 1.

���� ��� ��� ���� �������� ��������� c = −π ������� ���� ���� ��� ��� ������
������������� c0 ��� ck�

c0 =
1

T

c+T
ˆ

c

f (x) dx =
1

2π

π̂

−π

�x�x =
1

π

1

2

�
�π − �−π

�
=

1

π
sinh (π)

ck =
1

T

c+T
ˆ

c

f (x) �−ikωx�x =
1

2π

π̂

−π

�x�−ikx�x =
1

2π

π̂

−π

�x−ikx�x =
1

2π

π̂

−π

�(1−ik)x�x

=
1

2π

1

1− ik
�(1−ik)x|π−π =

1

2π

1

1− ik

�
�(1−ik)π − �−(1−ik)π

�

=
1

2π

1

1− ik

�
�π�−ikπ − �−π�ikπ

�
=

1

2π

1

1− ik

�
�π
�
�−iπ
�k − �−π

�
�iπ
�k�

=
1

2π

1

1− ik

�
�π (−1)

k − �−π (−1)
k
�
=

1

π

(−1)
k

1− ik

1

2

�
�π − �−π

�

=
1

π

(−1)
k

1− ik
sinh (π) .

����� ���� c0 = ck=0 ��� ��� ����� ��� �������� ������������ ���������

f (x) =
1

π
sinh (π)

∞�

k=−∞

(−1)
k

1− ik
�ikx.

��



��� ������ ��� �������� ��� ���� ����������� ������������� ���� ��� �������
������������������ ��� ��� ck ����������

a0 = 2c0 = 2
1

π

(−1)
k

1− ik
sinh (π) |k=0 =

2

π
sinh (π)

ak = ck + c−k =
1

π

(−1)
k

1− ik
sinh (π) +

1

π

(−1)
−(k)

1− i (−k)
sinh (π)

=
sinh (π)

π

�
(−1)

k

1− ik
+

(−1)
−k

1 + ik

�
=

sinh (π)

π
(−1)

k

�
1

1− ik
+

1

1 + ik

�

= (−1)
k sinh (π)

π

�
(1 + ik) + (1− ik)

(1− ik) (1 + ik)

�
= (−1)

k sinh (π)

π

�
2

1 + k2

�

=
2

π
sinh (π)

(−1)
k

1 + k2

bk = i (ck − c−k) = i

�
1

π

(−1)
k

1− ik
sinh (π)− 1

π

(−1)
−(k)

1− i (−k)
sinh (π)

�

= i

�
sinh (π)

π
(−1)

k

�
1

1− ik
− 1

1 + ik

��

= i
sinh (π)

π
(−1)

k

�
(1 + ik)− (1− ik)

(1− ik) (1 + ik)

�
= i

sinh (π)

π
(−1)

k

�
2ik

1 + k2

�

= − 2

π
sinh (π) (−1)

k k

1 + k2
.

��� ������ ������������ ��� ����� �������� �����

f (x) =
1

π
sinh (π)+

2

π
sinh (π)

∞�

k=1

(−1)
k

1 + k2
cos (kx)− 2

π
sinh (π)

∞�

k=1

k (−1)
k

1 + k2
sin (kx) .

���������� ��� ��� ��������� ��� ������������ ��� ���������������������
�������� �� ��� ��� �������� ������������ ����� ������ �������� ��� ��� �������

����� ��������� ������������ ��� sin2 {5x}
��� ��������� ��� ������������ ��� f (x) = sin2 {5x}� ���� ������ ��� �����
������ ����� �������� ��� ��� ������������ ��������� ��� ����������� ����
������� �� ���� �� ����������� sin {kx} = 1

2i

�
eikx − e−ikx

�
� ��� ����� ����� ����

f (x) �������������� ������������

f (x) = sin2 {5x} = (sin {5x})2 =

�
1

2i

�
ei5x − e−i5x

��2

= −1

4

�
e2i5x − 2 + e−2i5x

�
= +

1

2
− 1

4

�
ei10x + e−i10x

�

=
1

2
− 1

2
cos (10x) .

��



��� ��� ���� ������� ��� ������ ������������ ��� �������� ��� ��� ������ ���
����������� ��������

a0
2

=
1

2

a10 = −1

2
ak = 0 �����

bk = 0 ∀k ∈ N.

��� ������������� ��� ��� ��������� ��� ������

���� ������������� ��������� ��� ������� ��� ������������� ��� ��� �������
��� ��� ����������� ��������� ������ ������ ��������� �� ������ ���������
������ ��� ��� �������������� ����� ������� ������ ������� ��� ����������� ζ�
��������� ζ (2)� ����������� ����� ���� ��� ��� ��� ��������� ����� ����� ��
����������

ζ (2) :=

∞�

n=1

1

n2
.

�� ��� �� ��������������� ���������� ��� �������� ��������� ��������� �������
��� ��� ������ ����� ������ ��� ������� ������� �� ��� ����

����� ��������� ������ ������������ ��� f (x) = 1− 2|x|
π ��� x ∈ [−π, π]

��� ��������� ��� ������ ������������ ��� ������������ ����������� ��� f (x)�
��� ������� ��� �������������� �������� ��� ������������� 2π ��� ��� ��������
������ ��� ������������� ������ ��� [−π, π]�

f (−x) = 1− 2 |−x|
π

= 1− 2 |x|
π

= f (x) .

���� ζ��������� ����� ��� ��� ��� ������������ ���������� ����� ��� ��������� ����

�������������� ��� ����������� ���������

��



��� ����������� ����������� ������ ����� ������������ ������ ������ ��� �������
�������� ���� bk ������������� �������� ���� ��� c = −π�

a0
2

=
1

T

c+T
ˆ

c

f (x) �x =
1

2π

π̂

−π

�
1− 2 |x|

π

�
�x =

1

2π

π̂

−π

1�x− 1

π2

π̂

−π

|x| �x

= 1 +
1

π2

0
ˆ

−π

x�x− 1

π2

π̂

0

x�x = 1 +
1

2π2
x2|0−π − 1

2π2
x2|π0

= 1− 1

2
− 1

2
= 0.

ak =
2

T

c+T
ˆ

c

f (x) cos (kx) �x =
2

2π

π̂

−π

�
1− 2 |x|

π

�
cos (kx) �x

=
1

π

π̂

−π

cos (kx) �x− 2

π2

π̂

−π

|x| cos (kx) �x

=
1

πk
sin (kx) |π−π +

2

π2




0
ˆ

−π

x cos (kx) �x−
π̂

0

x cos (kx) �x




=
2

π2k
x sin (kx) |0−π − 2

π2k

0
ˆ

−π

sin (kx) �x− 2

π2k
x sin (kx) |π0 +

2

π2k

π̂

0

sin (kx) �x

=
2

π2k2
cos (kx) |0−π − 2

π2k2
cos (kx) |π0 =

2

π2k2
{1− cos (−kπ)− cos (kπ) + 1}

=
4

π2k2
{1− cos (kπ)} =

�
8

π2k2 ����� k�������� �����

0 ����� k������ �������

��� ������ ���������� ����� ��� ��� ��������� ����

cos (π) = cos (3π) = . . . = −1

cos (0) = cos (2π) = . . . = 1.

��� ����� ����� ��� ������ �������� ������������ ���������

f (x) =
8

π2

�

k���

1

k2
cos (kx) .

����� ��������� ��������� ��� ζ (2)

�� ������� �������� ����� ��� �������� ����������������� ����������

f (x) = 1− 2 |x|
π

=
8

π2

�

k���

1

k2
cos (kx) .

��



����� ���������� ���� ��� ��������� x ∈ [−π, π] ��� ����� ���� ��� x = 0� ������
��� ������ ���� ��� x ���� �������� ����

f (0) = 1 =
8

π2

�

k���

1

k2
,

�� cos (0) = 1� ������ ������ ��� ���� �������� ������� ���������

�

k���

1

k2
=

π2

8
.

��� ����� ������ �������� �������� ��� �� ζ (2) �� ���������� �� ���� ��������

ζ (2) =

∞�

k=1

1

k2
=
�

k���

1

k2
+
�

k����

1

k2
=

π2

8
+
�

k����

1

k2

=
π2

8
+

∞�

k=1

1

(2k)
2 =

π2

8
+

1

4

∞�

k=1

1

k2
=

π2

8
+

1

4
ζ (2) ,

��� ������
3

4
ζ (2) =

π2

8
⇒ ζ (2) =

π2

6
.

����� ��� �� ��� �������� ��� ��������� ������������ �������� ����� ����������
��������� �� ������

��� ������ ��� �������������

�� ������ ������� ���������� ��� ����������� ��� ��� ��� ����� ��������� [0, L]
�L > 0� �������������� ����� ������ ���� ���� �� ����� ����� ������ ��� �����
���������� ��������� ������ ���������� ��������� ��� ������ ���������� ������
�������� ���������

����� ������� ��������������

�� ��� f (x) ���� ��� [0, L] ��������� ���������� ��������� ���� ����� ���� �����
�������� ��� ������������ ����������� ��� ������

f (x) =
a0
2

+

∞�

k=1

ak cos

�
kπ

L
x

�
∀x ∈ [0, L]

a0
2

=
1

L

L̂

0

f (x) �x.

ak =
2

L

L̂

0

f (x) cos

�
kπ

L
x

�
�x.

��



������� ��� �������� f (x) ��� ��� [0, L] �������� ��� ������������ ��� ���� ���
��� ������ ���������� ��������� ��� [0, L] ������ ��� ��� ��� �������� �������
��� ��� �������� ������������ ������ ��� ����� �������� ���� �� ������ f (x)
������ ��� [0, L] ��� [−L,L] ������������� ��� ����� ��� ����������

f (x) := f (|x|) ∀x ∈ [−L, 0] .

����� ����������� ��� ���� ������ �������� ��� ��� ��������� [−L,L]� �����
�������� ������ ��� ��� ���������� ���������� ����������� ��� �������� ��������
��� ���� ������ ����������� �������� f̃ (x) ������ ������������� ��� [0, L] �����
������� ���������������� f (x) ����������� ����� ���� �������� ������ ��� ��
����� ������������ ����������� �� f̃ (x) ������ ���� �����

f̃ (x) =
a0
2

+

∞�

k=1

ak cos

�
kπ

L
x

�

a0
2

=
1

2L

L̂

−L

f̃ (x) �x =
1

L

L̂

0

f̃ (x) �x =
1

L

L̂

0

f (x) �x

ak =
2

2L

L̂

−L

f̃ (x) cos

�
kπ

L
x

�
�x =

2

L

L̂

0

f (x) cos

�
kπ

L
x

�
�x.

��� �� ��� ������������ f̃ (x) = f (x) ∀x ∈ [0, L] ����� ����� ������ ��� �������� �

����� ������� ������������

�� ��� f (x) ���� ��� [0, L] ��������� ���������� ��������� ���� ����� ���� �����
�������� ��� ���������� ����������� ��� ������

f (x) =

∞�

k=1

bk sin

�
kπ

L
x

�
∀x ∈ [0, L] .

bk =
2

L

L̂

0

f (x) sin

�
kπ

L
x

�
�x.

������� ��� ������ ��� ���������� �������� ���� ������� ��� ��� ��� ��� �����
��������� ���������� ������ ��� f (x) ���� �������� ��� [0, L] ��� [−L, 0] �����

f (x) := −f (|x|) ∀x ∈ [−L, 0] .

��� �� ����������� �������� �������� ������ ��� ���������� ��� [−L,L] �����
��� �������� �������� ��� ���� �������� ����������� �������� f̃ (x) ��� �����
������ ��� ��� ��� ������������ ����������� �� ��� �������� �������� ����

��



�f (x) sin
�
kπ
L x
�

����� ������� ���� �����

f̃ (x) =

∞�

k=1

bk sin

�
kπ

L
x

�

bk =
2

2L

L̂

−L

f̃ (x) sin

�
kπ

L
x

�
�x =

2

L

L̂

0

f (x) sin

�
kπ

L
x

�
�x.

�� f (x) = f̃ (x) ��� [0, L] ����� ������ ����������� ��� �������� �

��� ����� ��� ���������������������� ��� �������������

������������� ������� ��� ��������� �������� ���� ���� �� �� ��� ����� ��� ����
�������������������� ��� ��������� ������������ ����� ��� ������ ������ ��������
��� ��� ���� ���������� �����������

����� ��������� u
�
(x)− u (x) = x ��� x ∈ [−1, 1] ��� ���������� ������������

��� ����� ����� �������������������� ��� ����� �������������������� ��� ���
������� ����� ������ ��� ����� ��� ������������������������ ��� ��� ����������
��������� f (x)�

f (x) = − 2

π

∞�

k=1

(−1)
k

k
sin {kπx} .

��� ������ ��� ��� ���� ��� ��������������� u (x) ������ ���� ���� ���� ���
������������ �������� ������������ ��� f (x) ����� ���� ��� ���� �� �����
��� ������� ������� ����� ��� ����� ������ ��� ���� u (x) �� ����� ������������
��� �������� ������� ����������� ����� ������� ��� T = 2, ������ ω = π ������
��� ����� ������

u (x) =
a0
2

+
∞�

k=1

ak cos {kωx}+
∞�

k=1

bk sin {kωx}

=
a0
2

+

∞�

k=1

ak cos {kπx}+
∞�

k=1

bk sin {kπx} .

����������� ��� ��������� ����������� ���� ��� ����� ���������� ����������� ���� ���

�������� ��� ��� �������������� ��������� �� ������� ������ ����� ������� ���� ����� ����

���������������

��



��� ����� �������� ������ ��� ���� ��������� ��� ��������� ����������

u
�
(x) =

�
�x

u (x) =
�
�x

�
a0
2

+

∞�

k=1

ak cos {kπx}+
∞�

k=1

bk sin {kπx}
�

=
�
�x

a0
2

+

∞�

k=1

ak
�
�x

cos {kπx}+
∞�

k=1

bk
�
�x

sin {kπx}

= 0 +
∞�

k=1

ak (−kπ sin {kπx}) +
∞�

k=1

bk (kπ cos {kπx})

=

∞�

k=1

kπbk cos {kπx} −
∞�

k=1

kπak sin {kπx} .

����� ������ ��� ���� u
�
(x)− u (x) �� ����������������� ����������

u
�
(x)− u (x) =

� ∞�

k=1

kπbk cos {kπx} −
∞�

k=1

kπak sin {kπx}
�

−
�
a0
2

+
∞�

k=1

ak cos {kπx}+
∞�

k=1

bk sin {kπx}
�

= −a0
2

+

∞�

k=1

(kπbk − ak) cos {kπx}+
∞�

k=1

(−kπak − bk) sin {kπx} .

��� �� ��������� ����������������� ������ ��� ����� �� ��� ��������������������
����������

u
�
(x)− u (x) = −a0

2
+

∞�

k=1

(kπbk − ak) cos {kπx}+
∞�

k=1

(−kπak − bk) sin {kπx}

!
=

∞�

k=1

− 2

π

(−1)
k

k
sin {kπx} = f (x) .

��� ������ ��������� ������ ��� ��� ����������� ��� ��� ����� ������������
������������������ a0� ak ��� bk �������� ����� ��� ���������� ������� ��� ����
������� �������

−a0
2

= 0 =⇒ a0 = 0 ��

(kπbk − ak) = 0 =⇒ ak = kπbk ���

(−kπak − bk) = − 2

π

(−1)
k

k
����

��



����������� ��� ��� ���� ������� ��� �������� ���������������� ��� � ��������
����� ������� ��� �������� ����� ��������� �ak = kπbk� ������ ������ �����

−kπak − bk = − 2

π

(−1)
k

k

−kπ (kπbk)− bk = − 2

π

(−1)
k

k
�
π2k2 + 1

�
bk =

2

πk
(−1)

k

bk =
2 (−1)

k

πk (π2k2 + 1)
.

��� ak = kπbk ����� ������

bk =
2 (−1)

k

πk (π2k2 + 1)

ak =
2 (−1)

k

(π2k2 + 1)
,

��� ��� ����� ��� ������ ��� �������������������� �� ���� ����� ������������
���������

u (x) =
a0
2

+
∞�

k=1

ak cos {kπx}+
∞�

k=1

bk sin {kπx}

=
∞�

k=1

2 (−1)
k

(π2k2 + 1)
cos {kπx}+

∞�

k=1

2 (−1)
k

πk (π2k2 + 1)
sin {kπx} .

����� ��������� ����� ��� ��������������� ����� ����������������
����

������ �������� ��������� ���� ������� �������� ��������� ��� ��������������
��� ������ ���� ������ ��������������� �� ���������� ���� ��������������
��� ���� ������������� ������ ��� ������ ��� ��������� ��������������� �������

utt (x, t)− c2uxx (x, t) = 0 ∀x ∈ [0, L] , ∀t > 0 ����

u (0, t) = 0 ∀t > 0 ����

u (L, t) = 0 ∀t > 0 ����

u (x, 0) = f (x) ∀x ∈ [0, L] ����

ut (0, t) = g (x) ∀x ∈ [0, L] . ����

��� ������ ����� ��� ����� ������������������� ������ ���� ������ ��� ����
������ ���������������

u (x, t) = X (x)T (t) . ����

��



������ ������ ���������� �� ��� ���� �� �����������

utt (x, t)− c2uxx (x, t) = X (x)Ttt (t)− c2T (t)Xxx (x) = 0.

���� ��� ������ �������� ����� X (x)T (t) ���������� ��� ���������� �� ������
��� ����

1

T (t)
Ttt (t) =

c2

X (x)
Xxx (x) .

�� ��� ����� ����� ��� ��� t ��� ��� ������ ��� ��� x ������� ���� ����� ����
������ ��� ���� ������� ���� ����� ������ �������� ���� ����������������������
��� ������ ����� ��������� ��� −ω2 ���������� ��� ���������

Xxx (x) = −ω2X (x) ����

Ttt (t) = −cω2T (t) . ����

�������� ��� ��� ��������������� ���� ��� ���� �������� ��� ��� ���� ����
����� ��� ��� ��� x������������

�2

�x2
X (x) = −ω2X (x)

X (0) = 0

X (L) = 0.

��� ��� ����� ������ ��� ���������������������� �������� ���� ������� ������
��������� ��� ������������� �������� ������������� �������

ωn =
nπ

L
��� X (x) = An sin (ωnx) = An sin

�nπ
L

x
�

n = 1, 2, . . . . ����

��� ��� ��� ��� t����������� ��� ����� ����� ��������������� ��������������
���������� ���� ��� ����� ����������� ���� ���� ���������������� ��� ����������
���� ����� ��� �����

Ttt (t) = −c2ω2T (t) .

���������� ��� ��� ���� ������������ ω ������� ����� ���� ���������� �ωn = nπ
L ��

����� �������� ��� �������� ���������� �������

T (t) = Bn cos (cωnt) + Cn sin (cωnt) n = 1, 2, . . . ����

���� ������ T (t) = Bn�cωnt+Cn�−cωnt ��� ����������� ���� �������� ����������
����������� ��� ��� t → ∞ ��� ����� ����� ����� �� ������ ��� �� ������ ������
��� �������� ������������ ���� ����� ��� ����������������� ���� ��������
�������

un (x, t) = X (x)T (t) = An sin (ωnx) {Bn cos (cωnt) + Cn sin (cωnt)}
= an sin (ωnx) cos (cωnt) + bn sin (ωnx) sin (cωnt) n = 1, 2 . . .

��



un (x, t) ������ ��� ����� n = 1, 2, . . . ���� ������ ��� ������� ���� ����� ���
��������������������� ��� ��� ���������� ������ ������� ����� ���� ����������
�������� ����� ������� �������� ��������

u (x, t) =

∞�

n=1

{an sin (ωnx) cos (cωnt) + bn sin (ωnx) sin (cωnt)} . ����

��� ����� ���� ��� ���������� ������ ��������� ���������� ���� ��� ����������
an ��� bn ���� ����������� ��� ����� ����� ��� ������������� ����������
����� ���� ��� ���� ����������� ��� �������� �������� �����

u (x, 0) =

∞�

n=1

{an sin (ωnx) cos (cωnt) + bn sin (ωnx) sin (cωnt)} |t=0

=

∞�

n=1

an sin (ωnx)
!
= f (x) , ����

����� f (x) ���� ��� [0, L] ��������� �������� ���������� ��� ������ ����� �����
���� �� ����� ���������� �����������

f (x) =

∞�

n=1

ãn sin (ωnx) ����

ãn =
2

L

L̂

0

f (x) sin (ωnx) �x.

���� �������������������� ��� ���� ��� ���� ��������

an = ãn ⇒ an =
2

L

L̂

0

f (x) sin (ωnx) �x.

������� ������ ��� ��� ������������� ���� ��������

ut (x, 0) =

∞�

n=1

{−cωnan sin (ωnx) sin (cωnt) + cωnbn sin (ωnx) cos (cωnt)} |t=0

=

∞�

n=1

cωnbn sin (ωnx)
!
= g (x) . ����

g (x) ��� ��������� ���� ��� [0, L] ��������� �������� ��� ��� ������ ��� ���������
�� ����� ���������� �����������

g (x) =

∞�

n=1

b̃n sin (ωnx) ����

b̃n =
2

L

L̂

0

g (x) sin (ωnx) �x.

��



��� �������������������� ��� ���� ��� ���� ��������

cωnbn = b̃n ⇒ bn =
1

cωn

2

L

L̂

0

g (x) sin (ωnx) �x.

����� ����� ��� ��� �� ��� ��������������� ���������� ������ ��� �������
��������� ���������

u (x, t) =
∞�

n=1

{an sin (ωnx) cos (cωnt) + bn sin (ωnx) sin (cωnt)}

an =
2

L

L̂

0

g (x) sin (ωnx) �x

bn = 1
cωn

2

L

L̂

0

g (x) sin (ωnx) �x.

�������� ��������� ����������������� �sin (x) sin (y) = 1
2 {cos (x− y)− cos (x+ y)}

��� sin (x) cos (y) = 1
2 {sin (x− y) + sin (x+ y)}� ������ ��� ������ ��������

���� �������������� ������������

u (x, t) =

∞�

n=1

�
an
2

[sin (ωn {x− ct}) + sin (ωn {x+ ct})] + bn
2

[cos (ωn {x− ct})− cos (ωn {x+ ct})]
�

=
∞�

n=1

�
an
2

sin (ωn {x− ct}) + an
2

sin (ωn {x+ ct}) + bn
2

cos (ωn {x− ct})− bn
2

cos (ωn {x+ ct})
�

an =
2

L

L̂

0

g (x) sin (ωnx)

bn =
1

cωn

2

L

L̂

0

g (x) sin (ωnx) .

��� ��������� ���� ����� ������ ����� ����������������� ��� ���������� ���
���� f (x− ct) ��� f (x+ ct) �������� ���� ���� �� ���� ����� ����� ��� �������
�� ��������� ���� ��� ������ ��� ���������� �������������

� �����������������������

��� ��������������������� ������ ���������� ��� ���������� ��� ��������� ����������
��� ��� ��������������������� ��� �������� ��� ������������ ��� ��������� �����
���������� ���� ������� ������ ����� R�� ��������������������� ���������� �����
������ ��������� �������������� ������ ��� ���� ����� ��� ��� ��������� ����
������� ����� �������������� ��� ���� ������������� ������ ��� ��� ����� ��
������ ������� ������� ��������

��



��� ��������� ��� ������������� ��� ������������������

����

�� ������ ������� ������ ��� ��� ��� ��������������������� ����� ��� ���� ��
��������� �������� ��� ������������������������ ��� ���������������� ����������
��������� �������

����� ��������� �����������������������

�� ��� f : R → C ���� ������� ���������� �������� ������
´

R |f (x)| �x < ∞��
��� ��������������������� ������ �������� ��� �������� ������

f̂ (k) = F {f (x)} (k) := 1√
2π

ˆ

R

f (x) �−ikx�x. ����

��� ������� ��������������������� ��� ���� ������ ���������

f̌ (x) = F−1 {f (k)} (x) := 1√
2π

ˆ

R

f (k) �+ikx�k. ����

��� ��� ��� ��������������� ��� ���������������������� ��� ��� �� ���������
��������� ��������� �������� �����

F−1 {F {f (x)} (k)} (x) = ˇ̂
f (x) = f (x) . ����

������ ���������� ������ ��� ��������������������� x���������� ����������
f (x) ������������ ��� k���������� ���������� f̂ (k) �������������� ��� ���
������� ��������������������� �������� ����� ����� ��� �����������

����� ������� ��������� ������������� ��� ����������������������

��� ��������������������� ��� �������� ��������������

�� ��� λ ∈ R ����� F {f (λx)} (k) = 1
|λ|F {f (x)}

�
k
λ

�
.

�� ��� τ ∈ R ����� F {f (x+ τ)} (k) = �iτkF {f (x)} (k) = �iτkf̂ (k) .

�� ��� ���������� ���������������� f (x) ����� F
�

�
�x

f (x)
�
(k) = ikF {f (x)} (k) =

ikf̂ (k) .

�� ��� ���������� ���������������� f (x) ����� F {xf (x)} (k) = i �
�k

F {f (x)} (k) =
i �
�k

f̂ (k) .

���������� ��� ������������� �� ��� �� ���� ��������� �������� ��� �������
�������� ���� ��� ��������������������� ����������� ����� �

�x
� �� ��������������

��� ����� ik� ���������� ��� ���������� ��� ���������� �� ��� ����������� ��
����� ��� �� ���������������� �� �����������

������� ��� ������ ������� ��� ����� �������������

��



�� ������ ��� ��������� ���� �� F {f (λx)} (k) ���� �� �������� ����

F {f (λx)} (k) = 1√
2π

ˆ

R

f (λx) �−ikx�x.

�������� ����� ��������������������� y := λx�
����x

�y

��� = 1
|λ| �������� ����

1√
2π

ˆ

R

f (λx) �−ikx�x =
1√
2π

ˆ

R

f (y) �−ik λ
λx 1

|λ|�y

=
1

|λ|
1√
2π

ˆ

R

f (y) �−i( k
λ )y�y

=
1

|λ|
1√
2π

ˆ

R

f (x) �−i( k
λ )x�x

=
1

|λ|F {f (x)}
�
k

λ

�
,

��� ����� ��� ��������� ������� �����������

�� ��������� ��� ��������� ���� �� ��� �������� �������

F {f (x+ τ)} (k) = 1√
2π

ˆ

R

f (x+ τ) �−ikx�x.

���� ����� ��� �������� ���������������������� y := x + τ � �y = �x� ���
������� ��� ���������������������� ������ ��� ±∞ ��� ������ ���� �����
����� ���� �������� ������������ ������

1√
2π

ˆ

R

f (x+ τ) �−ikx�x =
1√
2π

ˆ

R

f (y) �−ik(y−τ)�y

=
1√
2π

�ikτ
ˆ

R

f (y) �−iky�y

= �ikτ
1√
2π

ˆ

R

f (x) �−ikx�x

= �ikτF {f (x)} (k) .

��



�� ���� ��� ��������� ����������� ��� ������������� ������

F
�

�
�x

f (x)

�
(k) =

1√
2π

ˆ

R

�
�
�x

f (x)

�
�−ikx�x

=
1√
2π

f (x) �−ikx|∞−∞ − 1√
2π

ˆ

R

f (x)

�
�
�x

�−ikx

�
�x

= − 1√
2π

ˆ

R

f (x)
�
−ik�−ikx

�
�x

= ik
1√
2π

ˆ

R

f (x) �−ikx�x

= ikF {f (x)} (k) .

�� ������� ��� �−ikx �������� ��������� ������������ x�−ikx = i �
�k

�−ikx

�������� ������������� ����� �����

F {xf (x)} (k) =
1√
2π

ˆ

R

xf (x) �−ikx�x

=
1√
2π

ˆ

R

f (x)
�
x�−ikx

�
�x

=
1√
2π

ˆ

R

f (x)

�
i
�
�k

�−ikx

�
�x

= i
�
�k

1√
2π

ˆ

R

f (x) �−ikx�x

= i
�
�k

F {f (x)} (k) . �

����� ���������������

��� ������� ���������� ���� ������������� ����������� ���� ���������� ���������
��� �� ����������� ��� ���� ���������� f, g : R → C ��� ��� ��������������
���������

(f � g) (x) :=

ˆ

R

f (y) g (x− y) �y. ����

��� ����������������� ��� ���������� �(f � g) (x) = (g � f) (x)� ��� �� ����
��� ����������������

F {(f � g) (x)} (k) =
√
2πF {f (x)} (k)F {g (x)} (k) =

√
2πf̂ (k) ĝ (k)����

1√
2π

(f � g) (x) = F−1
�
f̂ (k) ĝ (k)

�
(x) ����

��



������ ���� ��� ��������� ���� ������������������ ��� ������ ���������� ����
���� �� ��������� ���� ����������������������� ��� ����������������������
���������� ���� ��� ������ ����������� �����

������� ��� ��������� ��� ����������� ������� ����� �������� ������ ���
��� ����������� 1 = �0 = �iky−iky ����������

F {(f � g) (x)} (k) =
1√
2π

ˆ

R

(f � g) (x) �−ikx�x

=
1√
2π

ˆ

R

ˆ

R

f (y) g (x− y) �y�−ikx1�x

=
1√
2π

ˆ

R

ˆ

R

f (y) g (x− y) �−ikx�iky−iky�x�y

=
1√
2π

ˆ

R

ˆ

R

f (y) �−ikyg (x− y) �−ik(x−y)�x�y

=
1√
2π

ˆ

R

f (y) �−iky





ˆ

R

g (x− y) �−ik(x−y)�x



 �y.

���� ������������ s := x− y ��� �s = �x ������� ��� ��� ��������������� ����
������������� ��������������������� ������ ������ ��������� ����� ������ ��������
������

F {(f � g) (x)} (k) =
1√
2π

ˆ

R

f (y) �−iky





ˆ

R

g (s) �−iks�s



 �y

=
1√
2π





ˆ

R

g (s) �−iks�s









ˆ

R

f (y) �−iky�y





=
√
2π





1√
2π

ˆ

R

g (s) �−iks�s









1√
2π

ˆ

R

f (y) �−iky�y





=
√
2πf̂ (k) ĝ (k) . �

����� ������� ���������������������� ��� ��������������

��������� ��� ��������������

f (x) =
1√
2π

�−
1
2x

2

.

��� ������������� ������ ����� ����� ��������������������� ������������

f̂ (k) =
1√
2π

�−
1
2k

2

,

��



��� ��� ���� ��� ��������������� ��� ����������������������

������� ��������� ��� ����������� ��������

f̂ (k) =
1√
2π

ˆ

R

1√
2π

�−
1
2x

2

�−ikx�x =
1

2π

ˆ

R

�−(
1
2x

2+ikx)�x.

��� ������ ��� ������������� �������� �� ���������� ����������

1

2
x2 + ikx =

1

2

�
x2 + 2ikx

�
=

1

2
{x+ ik}2 + 1

2
k2,

��� ����� �����

f̂ (k) =
1

2π

ˆ

R

�−
1
2{x+ik}2− 1

2k
2

�x = �−
1
2k

2 1

2π

ˆ

R

�−
1
2{x+ik}2

�x

= �−
1
2k

2 1

2π

ˆ

R

�−
1
2y

2

�y = �−
1
2k

2 1

2π

√
2π =

1√
2π

�−
1
2k

2

. �

��� ��������� ��� ��������� ��� ���������������������

�� ������ ��������� ������ ��� ��� ���������� ��� ����������������������� ��
������� ���������� �����������������

����� ��������� �� ��� I[a,b] (x)

��� ������ ��� ��������������������� ��� ������������������

I[a,b] (x) =

�
1 ��� a ≤ x ≤ b

0 ������
����

����� a, b ∈ R ��� a < b� ������� ��� �� ��� ���� ������ �� ����������
���������� ��� �������� ���� ������������ ������������������

I[−a,a] (x) =

�
1 ��� −a ≤ x ≤ a

0 ������
����

����� a > 0� ��� ����� �������� ����� ���� ��� �� ���� ������ ������� �������
����

Î[−a,a] (k) = F
�
I[−a,a] (x)

�
(k) =

1√
2π

ˆ

R

I[−a,a] (x) �
−ikx�x

=
1√
2π

a
ˆ

−a

�−ikx�x =
1√
2π

1

−ik
�−ikx|a−a

= − 1

ik
√
2π

�
�−ika − �ika

�
=

2

k
√
2π

1

2i

�
�ika − �−ika

�

=

�
2

π

sin (ka)

k
.

��



����� �����

F
�
I[−a,a] (x)

�
(k) =

�
2

π

sin (ka)

k
.

��� ������ ��� ���� ������� ����� ���������� ������������� ���� ��������

[a, b] =
a+ b

2
+

�
−b− a

2
,
b− a

2

�
,

��� ����� �����

I[a,b] (x) = I[ b−a
2 , b−a

2 ]

�
x− a+ b

2

�
.

��� ������� ����� ������������ ��� ����� ��� ��� τ := −a+b
2 ��� c := b−a

2 �

F
�
I[a,b] (x)

�
(k) = F

�
I[−c,c] (x+ τ)

�
(k) = �iτkF

�
I[−c,c] (x)

�
(k)

= �iτk
�

2

π

sin (kc)

k
=

�
2

π
�−

ik[a+b]
2

sin
�

k[b−a]
2

�

k
.

����� ����� ��� ��� �������� ��������������������� ����������

Î[a,b] (k) =
�

2

π
�−

ik[a+b]
2

sin
�

k[b−a]
2

�

k
.

���������� ���� ����� ��� ���� �������� ��������� ��� ��� ���������� ��� ��
������������ ��� ������������ ��� ���������� ����� ����� ����� ��������� �����
������� ������� ��� ����������������� ��� �������������� ���������� ������
�� ���������� ����� ��� ��� ������������� ��� ��� ��������� ����� ����������
�������� ��� ������������� ��������� � ��� ���� ��������� ��� � ��������������
�������������� ����� ��� ��� ������������� ��� �� ���� ������� ������ ���
�������� �������� �� ������������

����� ��������� �� ��� ����������������

���� ������ ��� ��� ��������������������� ��� �����������������

f (x) = (1− |x|) I[−1,1] =

�
1− |x| ��� −1 ≤ x ≤ 1

0 �����,

��



���������� ��������� ��� f (x) �� ��������� ���� ��������

√
2πf̂ (k) =

√
2πF {f (x)} (k) =

ˆ

R

(1− |x|) I[−1,1]�
−ikx�x

=

1
ˆ

−1

(1− |x|) �−ikx�x

=

1
ˆ

−1

1�−ikx�x+
1√
2π

0
ˆ

−1

x�−ikx�x− 1√
2π

1
ˆ

0

x�−ikx�x

= − 1

ik

�
�−ik − �ik

�
− 1

ik
x�−ikx|0−1

+
1

ik

0
ˆ

−1

�−ikx�x+
1

ik
x�−ikx|10 −

1

ik

1
ˆ

0

�−ikx�x

=
1

ik

�
�ik − �−ik

�
− 1

ik
�ik +

1

ik
�−ik +

1

ik

0
ˆ

−1

�−ikx�x− 1

ik

1
ˆ

0

�−ikx�x

=
1

ik

0
ˆ

−1

�−ikx�x− 1

ik

1
ˆ

0

�−ikx�x =
1

k2
�−ikx|0−1 −

1

k2
�−ikx|10

=
1

k2

�
1− �ik − �−ik + 1

�
=

2

k2

�
1− 1

2

�
�ik + �−ik

��

=
2

k2
(1− cos (k)) =

4

k2
sin2
�
k

2

�
.

��� ������ ���������� ����� �� sin2 (x) = 1
2 {1− cos (2x)}� ����� ����� ��� ���

�� ��� ��������������� ���������

f̂ (k) =

�
2

π

2 sin2
�
k
2

�

k2
.

��



����� ��������� �� ��� �−|x|

��������� ��� ����������� ��������

√
2πf̂ (k) =

ˆ

R

�−|x|�−ikx�x =

0
ˆ

−∞

�x�−ikx�x+

∞̂

0

�−x�−ikx�x

=

0
ˆ

−∞

�(1−ik)x�x+

∞̂

0

�−(1+ik)x�x =
1

1− ik
�(1−ik)x|0−∞

− 1

1 + ik
�−(1+ik)x|∞0 =

1

1− ik
− 0− 0 +

1

1 + ik

=
1 + ik + 1− ik

(1 + ik) (1− ik)
=

2

1 + k2
,

��� ����� �����

f̂ (k) =

�
2

π

1

1 + k2
. ����

��� ������������ ����������� �� ��� �������� ���������

��������

��� ��������� ����� ��������������������� ���������� ���������� ����������� ���
���� ������� ���� ������������� ������� ������� ���� ������ ���� �����������
��� ��������� ��������� ����� ��� ��� ������� ��������� ��� ������� �����
��������� ������������� ��� ���� ����� ������������� ����������� �� �������
�������� ��� ��������� ����� �� ��� ���� ����������� �� ���������������
��� ������ ����� �������� ������ ��� ���������� ������������

����� ��������� ��������� ��� �� ��� x�−λx2

���� ���� ��������� λ > 0� ��� ������ ��� ����� �������� ����� ���������

f (x) = x�−λx2

= x�−
1
2 (

√
2λx)

2

= − 1

2λ

�
�x

�−
1
2 (

√
2λx)

2

.

���������� ��� ������ ������������ ������������ ����

g (x) :=
1√
2π

�−
1
2x

2

,

�� ���� ����

f (x) = − 1

2λ

�
�x

�−
1
2 (

√
2λx)

2

= −
√
2π

2λ

�
�x

1√
2π

�−
1
2 (

√
2λx)

2

= −
√
2π

2λ

�
�x

g
�√

2λx
�
.

��



��� ������ ��� ��� ������������� ��� ��������������������� �������� ������
�������� �� ��� �������� �������������� �� ����������

f̂ (k) = F {f (x)} (k) = F
�
−
√
2π

2λ

�
�x

g
�√

2λx
��

(k)

= −
√
2π

2λ
F
�

�
�x

g
�√

2λx
��

(k)

= −
√
2π

2λ
ikF
�
g
�√

2λx
��

(k)

= −
√
2π

2λ

ik���
√
2λ
���
F {g (x)}

�
k√
2λ

�

= −
√
2π

2λ

ik√
2λ

1√
2π

�
− 1

2

�
k√
2λ

�2

= − ik

2λ
√
2λ

�−
k2

4λ .

����� ������� ��� ��� �� ��� ��������� �������� ��������� ���� ���� �������
����������� �������������� ��� �������� ��� �����

F
�
x�−λx2

�
(k) = − ik

2λ
√
2λ

�−
k2

4λ .

����� ��������� �������������� ��� ���������������� ��� f̂ (k)

���

f̂ (k) =
2√
2π

�
a cos (ka)

k
− sin (ka)

k2

�
.

��� ������ ������ f (x) ���������� ��� ��������� �������� �������� ���� ����

f̂ (k) =
2√
2π

�
a cos (ka)

k
− sin (ka)

k2

�
=

�
�k

2√
2π

sin (ka)

k
.

��� ����������� ���

ĝ (k) :=
2√
2π

sin (ka)

k
.

��� �������� ���� ĝ (k) ����� ��� ��������������������� ����� ��� �������
��������� �������� ����������� �� �������� ����� ����� ��� ������� ��������
�����

F
�
I[−a,a] (x)

�
(k) =

2√
2π

sin (ka)

k
= ĝ (k)

⇒ g (x) = I[−a,a] (x)

��



��� ������ ��������� ���� �����

f̂ (k) =
�
�k

ĝ (k) =
�
�k

F {g (x)} (k) .

����� ����������� ����� ��� ����� ���� ��������� ��� f (x) ������ �������
�������� ������ ��� ��� ������� ������ ���� ��� ��������������������� ����
����� ����������� ����

F {xf (x)} (k) = i
�
�k

f̂ (k) = i
�
�k

F {f (x)} (k)

⇒ �
�k

F {f (x)} (k) = −iF {xf (x)} (k) .

�� ������� ���� �������� ����

f (x) = F−1
�
f̂ (k)
�
(x) = F−1

�
�
�k

ĝ (k)

�
(x) = F−1

�
�
�k

F {g (x)} (k)
�
(x)

= F−1 {−iF {xg (x)} (k)} (x) = −iF−1 {F {xg (x)} (k)} (x) = −ixg (x)

= −ixI[−a,a] (x) .

����� ����� ��� ��� ������� ��� ������ ����� ��������� ���� ������� �������
���� ��� ��������������������� ��� −ixI[−a,a] (x) ����� �������� ��� ��������
���������

����� ��������� ��������� ��� f
�
(0) ��� f̂ (k)

�� ��� ��� ��������������������� ����� �������� ��������

f̂ (k) =
2√
2π

�
a cos (ka)

k2
− sin (ka)

k3

�
.

������ ������� ������� ������ f
�
(0) �� ���������� �������� �������� ����

���� ������� ��������� �����

f̂ (k) =
1

k

2√
2π

�
a cos (ka)

k
− sin (ka)

k2

�
=

1

k

�
�k

2√
2π

sin (ka)

k

=
1

k

�
�k

ĝ (k) ,

����� ĝ (k) ������ ��� ��������������������� ��� g (x) = I[−a,a] (x) �����������
����� ������ ��� ��� ��������� ��� ��� ������� �������� ���������� �� ����
�����������

f
�
(0) =

�
�x

f (0) = F−1

�
F
�

�
�x

f (x)

��
(0) .

��� ������ ��� ����� ���� ��� ��������������������� �������� ����������� ���
�������� �������

F
�

�
�x

f (x)

�
(k) = ikF {f (x)} (k) .

��



����� ����������� ������ ��� ��� �������������� ����������

f
�
(0) = F−1

�
F
�

�
�x

f (x)

�
(k)

�
(0) = F−1 {ikF {f (x)} (k)} (0) = F−1

�
ikf̂ (k)

�
(0)

= F−1

�
ik

1

k

�
�k

ĝ (k)

�
(0) = iF−1

�
d

dk
F {g (x)}

�
(0) .

��� ��� �������� ��� ��� ������� ���������

F−1

�
d

dk
F {g (x)} (k)

�
(x) = F−1 {−iF {xg (x)} (k)} (x) ,

����� ������ ������������

iF−1

�
�
�k

F {g (x)} (k)
�
(0) = iF−1 {−iF {xg (x)} (k)} (0) = F−1 {F {xg (x)} (k)} (0)

= xg (x) |x=0 = xI[−a,a] (x) |x=0 = 0.

����� ����� ��� �������� ����

f
�
(0) = 0.

��� ����������������������� ��� ����������������������

���� ��� ����������� ������������� ��� ��������������������� ��� ��� ���������
���� ��� �������������������� � �

�x
� �� ������������������������� �ik� �������

���� ��� ��������� �������� ������� ����� ����������� ���������� ��������
��������� ��� ��� ����� ��� ������������ ������

• ��� ��������������������� ���������� ���� ����������� ��� �� ���� �����
�������� ����

• ��� ������������� ������������ ��� ���� ������ �������

• ��� ������������������ ��� ������������� ������ ������� ��� ������ ���
����

��� ��������������������� ��� ���� ��� ���������� ����� ���� ��������� �� ���
���� ��� ���� ����������� ���� ��� x����������� ������ �������
��� ����� ���������� ������� ��������� ������ ��� ��� �� ���������� ����������

����� ��������� ����� ��� ��� − �2

�x2
u (x) + u (x) = �−|x| �������� ���

��

��� ���� ��� ���� ��� ������� �������� ��� ������������� ��� �� ����������� ��
��� ��� �� ���� ������������ ��������� �� ����������� �� ��� �� ���������

��



��������������������� ��� ��� ������� ��������� ���� ������������������ ������
����� ��� ������������ ��� �� ����������

F
�
− �2

�x2
u (x)

�
(k) + F {u (x)} (k) = F

�
�−|x|
�
(k) . ����

��� ��� �������� ��� ��� �������� ������������

F
�

�
�x

f (x)

�
(k) = ikF {f (x)} (k) ,

��� ������� ����� �� ��� ��������� ��� ��� ������ ����� ������������

F
�
− �2

�x2
u (x)

�
(k) = F

�
− �

�x

�
�
�x

u (x)

��
(k) = −ikF

�
�
�x

u (x)

�
(k)

= − (ik)
2 F {u (x)} (k) = k2û (k) .

������� ������ ������ ��� ���� ��� ����� ����� ��� ��������� ���� ��� ��������
����� ����� ��� ����� �������������� ���������

F
�
�−|x|
�
(k) =

�
2

π

1

1 + k2
.

������� ��� ������ ��������������������� ��� ���� �������� �����

k2û (k) + û (k) =

�
2

π

1

1 + k2

�
1 + k2

�
û (k) =

�
2

π

1

1 + k2

⇒ û (k) =

�
2

π

1

(1 + k2)
2 .

��� �� ��� ��� ��� ����������� �� ���� ������������ ��������� ����������� ���
��� ������� ��� ������� ����� �������� ���������� ������ ��� ����� ������
��� ���� ��������������������� ��� ����� �������� ����� �� ���� ��������
������������ ������������

f (x) := �−|x| ��� ����� f̂ (k) =

�
2

π

1

1 + k2
.

���� ��� ������ �������� ���� ��������

û (k) =

�
2

π

1

(1 + k2)
2 =

�
π

2

��
2

π

1

1 + k2

�2

=

�
π

2
f̂ (k) f̂ (k) .

��



��� ��������� ��� u (x) = F−1 {û (k)} (x) ������ ��� ��� ��� �������������
��� ���� ����������

u (x) = F−1

��
π

2
f̂ (k) f̂ (k)

�
(x) =

�
π

2
F−1
�
f̂ (k) f̂ (k)

�
(x)

=

�
π

2

1√
2π

(f � f) (x) =
1

2

ˆ

R

f (y) f (x− y) �y

=
1

2

ˆ

R

�−|y|�−|x−y|�y =
1

2

ˆ

R

�−|y|−|x−y|�y.

��� ������ ��� ���� ����� ������ �������� ���������� ������� ���� ��� x > 0�

2u (x) =

ˆ

R

�−|y|−|x−y|�y

=

0
ˆ

−∞

�y+(y−x)�y +

x
ˆ

0

�−y+(y−x)�y +

∞̂

x

�−y−(y−x)�y

= �−x

0
ˆ

−∞

�2y�y + �−x

x
ˆ

0

1�y + �x
∞̂

x

�−2y�y

= �−x 1

2
�2y|0−∞ + �−xy|x0 − �x

1

2
�−2y|∞x

=
1

2
�−x (1− 0) +

�
x�−x − 0

�
− 1

2
�x
�
0− �−2x

�

=
1

2
�−x + x�−x +

1

2
�−x = (1 + x) �−x.

�������� ���������� ��� x < 0 ��� ��� x = 0 ������� �������� �����������

x > 0 : u (x) =
1

2
(1 + x) �−x

x = 0 : u (x) =
1

2

x < 0 : u (x) =
1

2
(1− x) �x,

������ ��� �������� ������������ ����������� �������

u (x) =
1

2
(1 + |x|) �−|x|.

��



����� ��������� ���� �u (x, y) = 0 ��� ������������� u (x, 0) = f (x)

��� ���������� �������� �������������� ��������� �������������������� ��� u :
R2 → C ��� y ≥ 0�

�u (x, y) =
∂2

∂x2
u (x, y) +

∂2

∂y2
u (x, y) = 0 ����

u (x, 0) = f (x) , ����

����� f (x) : R → C ���� ��������� ����������������������� �������� ����������
���� ��� ����� ��������� ��� ��� ��� ��������������������� ���� ��������� ������
���������������� ������� �� ��� �������� ��� x���������� ����������� ��� ���
��� �� �� ���� ����������� ��� �� �����������

F {�u (x, y)} (k, y) = F
�

∂2

∂x2
u (x, y)

�
(k, y) + F

�
∂2

∂y2
u (x, y)

�
(k, y)

= (ik)
2 F {u (x, y)} (k, y) + ∂2

∂y2
F {u (x, y)} (k, y)

= −k2û (k, y) +
∂2

∂y2
û (k, y) = 0

= − |k|2 û (k, y) +
∂2

∂y2
û (k, y) = 0.

���� ����� ��� �� ��� ������� ����� �������������� ���������� �� ��� ��� �����
����� ��������� �� ������� ��� ���� ������� ������������� ����� ������� ���
������� ������������������ ���� ��� ������ ������� ��������� ������� �����
����� ��� ��� ����� ���� �������� �� �������������� ������ �� ��� ������ �� �k2 =

|k|2 ���� ��� ���� ������� ������� ������� ��� ������� ��� �������� �����������
�������������������� �� y�

∂2

∂y2
û (k, y) = |k|2 û (k, y) ,

��� ��� ������ ����� �������

û (k, y) = A�−|k|y +B�|k|y.

��� ��� ������ ����� ����� ���������� ��� ������ ���� ������ ������ ������
|k| ���� ���� ���� ����� �� y ≥ 0�� ��� ��� ���� ���� ��������� �� �� ����
������������������ ��������� ����� ���� ��� ������������������ ���� ����
k ��� −∞ ��� ∞ ������������ ������� ���� B = 0 ������ ��� ������

û (k, y) = A�−|k|y.

��� ��������� A ����� ���� ��� ������������� ���� ���������� �������������
��������� ��� ���� �������� ����

û (k, 0) = f̂ (k) .

��



����� ��������� ���������� �������

û (k, 0) = A�−|k|y|k=0 = A = f̂ (k) ,

��� ��� ����� ��� ��������������������� ������ ���������

û (k, y) = f̂ (k) �−|k|y.

�� ��� ����������� ������ ��� ��� �� ��������� ������ ��� ����� ��������
���� ������������������� ������� ������ ��� ���� ���������� ��� ��� ��� �����
�� ������� ���� ��������� ����� ���

g (x) :=

�
2

π

y

x2 + y2
,

���� ��������
e−|k|y = F {g (x, y)} (k, y) = ĝ (k, y) .

����� ���� ��� ������ �������

u (x, y) = F−1 {û (k, y)} (x, y) = F−1
�
f̂ (k) ĝ (k, y)

�
(x, y) .

��� ��� ������� ���� ������� ����� ������� ��� ��������������� �����

u (x, y) = F−1
�
f̂ (k) ĝ (k, y)

�
(x, y) =

1√
2π

(f � g) (x, y)

=
1√
2π

ˆ

R

f (ξ) g (x− ξ, y) �ξ =
1√
2π

ˆ

R

f (ξ)

�
2

π

y

(x− ξ)
2
+ y2

�ξ

=
1

π

ˆ

R

f (ξ)
y

(x− ξ)
2
+ y2

�ξ.

��� ��� ��� ��� ������ ��� ���� ��� ��������� ���������� f (x)�

����� ��������� ����� ��� ��������������� �������� ��� ��

��� ���������� ������ ������ ��� �������� ����������������

�u (x, t) =
∂2

∂t2
u (x, t)− c2

∂2

∂x2
u (x, t) = 0 ∀x ∈ R, ∀t > 0

u (x, 0) = f (x) ∀t > 0

∂

∂t
u (x, 0) = g (x) ∀t > 0.

�������� ��� ��������������������� ������ ��� ��� x���������� ��������� ���
��� ��� �� ���� ����������� ��� ����������� ��� t����������� ���������

��



������� ����� ������ �������������

∂2

∂t2
û (k, t) + c2 |k|2 û (k, t) = 0

û (k, 0) = f̂ (k)

∂

∂t
û (k, 0) = ĝ (k) .

��� ���� ���� ��� �������������� ���������� ���� k2 = |k|2 ���� ��� ��� ���
���������� ������������������ ������� ���� ������ ������� ��� ��� ��� k < 0
������� ����� ���������� ��� ����� ����� ���������� ����� ��������� ������������
��� �� t� ������ ������ ��� ������������ ����

û (k, t) = A (k) cos (c |k| t) +B (k) sin (c |k| t) .
�� ��� ��� ��� ������ ���� ��� k��������������� ����� ������ ��� ����� ������
���� ���� ��� ������������ ��� k �������� ������ A (k) ��� B (k)�� ��������
�� ��� ����� ������������� ��������

û (k, 0) = A (k)
!
= f̂ (k) ,

���������� �������� �� ��� ������ ������������� ��������� ��������

∂

∂t
û (k, 0) =

∂

∂t
{A (k) cos (c |k| t) +B (k) sin (c |k| t)} |t=0

= c |k|B (k)
!
= ĝ (k) .

����� ����� ��� ��� ���������� ���������

A (k) = f̂ (k)

B (k) =
1

c |k| ĝ (k) ,

��� ������ ����������� ��� k ��� ��� ��������������������� ������ ������ �����
���� ������ ������

û (k, t) = f̂ (k) cos (c |k| t) + 1

c |k| ĝ (k) sin (c |k| t) .

����� ������ ������� ��� ���������� ���� ��������������������� ����������
��� ��� ����� ������ ��� ��� �������� ��� ���� ��� ����� ������� ��� ���
������������������ ������� ��� ���� ���

� ��� ����������������

�� ������ ������� ���������� ��� ���� ��������� �������� ��������� ������������
��������� � ��� ����������������� ��� ��� ����� �������� �����

�u = f, ����

����� ��� ��������� �������� ���� ����� ��� ����� ������� ������������� ����
��� �������� ����� ��� �� ������ ������� ������ ��� ������ ��������� ���
������� �������� �� ��� ����� �� ������ ���� ���������������� ���������� ����

��



��� ����������������

����� ���������

���������������� ���� ��� ������������ ����������������� ��� R2� �� ���������
�� ��� ������������ ����������� (x, y) ∈ R2 ���� ��� ���������������� (r, φ) ∈
R2 ���� ��� �� ������� ������������������� ���������� ���� ��������� �� ���
������������ ����������� ���� ����� �������� ������� ��������

r =
�

x2 + y2 = |�x| ����

φ = arctan
�y
x

�
, ����

�����������

x = r cos (φ) ����

y = r sin (φ) . ����

���� ��� ���� �������� f (x, y)� ������ �� ������������ ����������� �������
���� �� ���������������� ����������� �� ������� ��� x ��� y �� ��� ��������
����� ��� �������������� �������������������������

f (x, y) −→ f (r cos (φ) , r sin (φ)) . ����

��� �������� ���� ��� f (x, y) = x2 + y2 :

f (r, φ) = f (r cos (φ) , r sin (φ)) = r2 cos2 (φ) + r2 sin2 (φ) = r2.

����� �������� ����� ���� �� ���������������� �������� ��� ��� �� �������������

����� ��������������� �� ����������������

�� ������������ ����������� ��� ��� ��������������� ��� R2 �������������
�����

�x�y

�������� �� ��� ������������� ������ ��������������������� �� x ��� ���� �� y�

x1+cx
ˆ

x0+cx

y1
ˆ

y0

�x�y =

x1
ˆ

x0

y1
ˆ

y0

� (x+ cx) �y =

x1
ˆ

x0

y1
ˆ

y0

�x�y ���

x1
ˆ

x0

y1+cy
ˆ

y0+cy

�x�y =

x1
ˆ

x0

y1
ˆ

y0

�x� (y + cy) =

x1
ˆ

x0

y1
ˆ

y0

�x�y.

�� ��������� ���� ��� ��� ��������������� �� ���������������� �����

r�r�φ

��



������� �r ��� ���� ��� ������������������ ��� ����������������������� ������
��������������� ����� �������� ��� r �� ��� ��� ����� ��� ���� ���������������
������� �� φ� ����� ���� �� r�

r1
ˆ

r0

φ1+cφ
ˆ

φ0+cφ

r�r�φ =

r1
ˆ

r0

φ1
ˆ

φ0

r�r� (φ+ cφ) =

r1
ˆ

r0

φ1
ˆ

φ0

r�r�φ ����

r1+cr
ˆ

r0+cr

φ1
ˆ

φ0

r�r�φ =

r1
ˆ

r0

φ1
ˆ

φ0

(r + cr) � (r + cr) �φ =

r1
ˆ

r0

φ1
ˆ

φ0

r�r�φ+ cr

r1
ˆ

r0

φ1
ˆ

φ0

�r�φ

�=
r1
ˆ

r0

φ1
ˆ

φ0

r�r�φ.

���� ��� ���� �������� f � R2 → R ������������ �� ���� ��� ���� ������ ��
������������� ��� ���� �� ���������������� ����

¨

f (x, y) �x�y =

¨

f (r, φ) r�r�φ,

����� ��� ������������ �������� f (x, y) ��� f (r, φ) ����� ���� ������� ����
������������������ ������ ���� ��� ������������������� ����������� ����������
�������

����� ��������������� �� ����������������

��� ���������������� ���� � ����� ��� ���� � ����� ���������� ��� ����������
������ � ��� � ������ ���� ��� ��� ��������������� ��� ������� ���� ��� ���
�� ������������ R2������������ �������������� ���������

�x,y =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. ����

�� ���������������� �������� ��� �� �������� �����

�r,φ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2
. ����

������ ��������������� ������� �������� ���� ��� ���� �������� ��� �����������
����������� ������� �� ���� ������� ��� r =

�
x2 + y2�

∂

∂x
=

∂r

∂x

∂

∂r
+

∂φ

∂x

∂

∂φ
=

∂
�

x2 + y2

∂x

∂

∂r
+

∂ arctan
�
y
x

�

∂x

∂

∂φ

=
x�

x2 + y2
∂

∂r
− y

x2 + y2
∂

∂φ
=

x

r

∂

∂r
− y

r2
∂

∂φ

∂

∂y
=

∂r

∂y

∂

∂r
+

∂φ

∂y

∂

∂φ
=

∂
�

x2 + y2

∂y

∂

∂r
+

∂ arctan
�
y
x

�

∂y

∂

∂φ

=
y�

x2 + y2
∂

∂r
+

x

x2 + y2
∂

∂φ
=

y

r

∂

∂r
+

x

r2
∂

∂φ
.

��



����� �������� ����

∂2

∂x2
=

∂

∂x

∂

∂x
=

∂

∂x

�
x�

x2 + y2
∂

∂r
− y

x2 + y2
∂

∂φ

�

=
1�

x2 + y2
∂

∂r
− x2

�
x2 + y2

3

∂

∂r
+

2xy

(x2 + y2)
2

∂

∂φ

+
x�

x2 + y2
∂

∂x

∂

∂r
− y

x2 + y2
∂

∂x

∂

∂φ

=
1

r

∂

∂r
− x2

r3
∂

∂r
+

2xy

r4
∂

∂φ

+
x

r

�
x

r

∂

∂r
− y

r2
∂

∂φ

�
∂

∂r

− y

r2

�
x

r

∂

∂r
− y

r2
∂

∂φ

�
∂

∂φ

=
1

r

∂

∂r
− x2

r3
∂

∂r
+

2xy

r4
∂

∂φ
+

x2

r2
∂2

∂r2
− xy

r3
∂

∂r

∂

∂φ

− xy

r3
∂

∂r

∂

∂φ
+

y2

r4
∂2

∂φ2
,

��� ��� �������� ��� ��� ������

∂2

∂y2
=

∂

∂y

∂

∂y
=

∂

∂y

�
y�

x2 + y2
∂

∂r
+

x

x2 + y2
∂

∂φ

�

=
1�

x2 + y2
∂

∂r
− y2
�

x2 + y2
3

∂

∂r
− 2xy

(x2 + y2)
2

∂

∂φ

+
y�

x2 + y2
∂

∂y

∂

∂r
+

x

x2 + y2
∂

∂y

∂

∂φ

=
1

r

∂

∂r
− y2

r3
∂

∂r
− 2xy

r4
∂

∂φ

+
y

r

�
y

r

∂

∂r
+

x

r2
∂

∂φ

�
∂

∂r
+

x

r2

�
y

r

∂

∂r
+

x

r2
∂

∂φ

�
∂

∂φ

=
1

r

∂

∂r
− y2

r3
∂

∂r
− 2xy

r4
∂

∂φ
+

y2

r2
∂2

∂r2
+

xy

r3
∂

∂r

∂

∂φ

+
xy

r3
∂

∂r

∂

∂φ
+

x2

r4
∂2

∂φ2
.

��



��� ������ �������� �������� ��� ��� ��� ����������������

� =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

=
1

r

∂

∂r
− x2

r3
∂

∂r
+

2xy

r4
∂

∂φ
+

x2

r2
∂2

∂r2
− xy

r3
∂

∂r
− ∂

∂φ

xy

r3
∂

∂r

∂

∂φ
+

y2

r4
∂2

∂φ2

+
1

r

∂

∂r
− y2

r3
∂

∂r
− 2xy

r4
∂

∂φ
+

y2

r2
∂2

∂r2
+

xy

r3
∂

∂r
+

∂

∂φ

xy

r3
∂

∂r

∂

∂φ
+

x2

r4
∂2

∂φ2

=
2

r

∂

∂r
− x2 + y2

r3
∂

∂r
+

x2 + y2

r2
∂2

∂r2
+

x2 + y2

r4
∂2

∂φ2

=
2

r

∂

∂r
− r2

r3
∂

∂r
+

r2

r2
∂2

∂r2
+

r2

r4
∂2

∂φ2
=

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2
. �

����� ��������������� �� ����������������

���������������� ������ ��� ������� ����� ���� ���������� ���� ��� ������
���� ����� �������� �������������������� ���� ���� ��� �� ���� ������ �����������
���� ��������� ��� ����� �� ���� ��� �������� ��� ���������������� ����
��� ������������ ������ ������ ������������������ ������������� �������������
�������� ����� ��� ��������������������� ���������������� ���� ��� ��������
�������� ����������

• Br ((x0, y0)) =
�
(x, y) ∈ R2| (x− x0)

2
+ (y − y0)

2 ≤ r2
�
:

Br ((x0, y0)) ���������� ��� �������������� ������������ ��� �����������
�� (x0, y0) ��� ������ r

• ∂Br ((x0, y0)) =
�
(x, y) ∈ R2| (x− x0)

2
+ (y − y0)

2
= r2
�
:

∂Br ((x0, y0)) ����� ��� ��� ���� ��� ������������ Br ((x0, y0))�

��� ��������� �������� ��� ����� �������� ��� ∂B1 (0)� ����� ����� ����������
��� ����� ��� ������ � �� ��� �������� � ���� ��� �������������� �� ���
�������������� ����� ���� ����� ����� ��������� ������� ���������������� �� ����
������� ��� ���� ��� ����� ����� �������������� �������� u (r, φ)

u (r, φ) |∂B1(0) = u (1, φ) φ ∈ [0, 2π] .

����� ��������� ����� ��� ��������� ���������������� ������������
������� �� ����������������

��� �������� �����������������

�u = 0, ����

��� �� ��� ������ �� �������� ���� ��� ����� ������� ����� ���� ��� �����������������
�� ������ ��������� ������ ��� ������ ����� ��������� ��������� ������� ��� ���
���� ������ ��������� ��� ��������������� ����� ����� ������ ��� ������

��



������ ����� ����������������� ������� ���� ��� ��� ��������� ���������
�������� ��������� ��� ���� �������� u (r, φ) �� �����������������

Δu (r, φ) = 0

u (1, φ) = 1 + cos (3φ) ∀φ ∈ [0, 2π] .

��� ������ ���� ������ ���� ���� ��� ��������������� �� ���������������� ����
����� ���� ��������

Δ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2
.

������ ��� ������ �������� �� ��� �������������������� ���� �� �������� ���
�������� ����������

∂2

∂r2
u (r, φ) +

1

r

∂

∂r
u (r, φ) +

1

r2
∂2

∂φ2
u (r, φ) = 0. ����

����� ��� ��� ��� ������������ ������ ��� ��������� ��������� ��������� ���
������ ��� ��������� 1 �� ��� ������������� ����������� ���� ����� ����� ��
������� ������ �������� ����� ������� ��� ��� ������ u �� ����� ��������� ���
����� ������������ ���� ����

u (r, φ) = uh (r, φ) + up (r, φ) .

������� ��� ���� ��������� ���������

up (r, φ) = d,

���� ����������� ������ ��� ���� �Δup = 0�� ����������� ��� ��� ��� �� ����
����������� ������� ���� ��� ������������� ��� ��� �������� ������� ����
������� ������� ��� ����� ��� ������ ��� ���������� ����������� ���� ���

u (1, φ) = uh (1, φ) + up (1, φ) = uh (1, φ) + d

⇒ uh (1, φ) = u (1, φ)− d = 1 + cos (3φ)− d.

������ ��� ��� d = 1� ����
up (r, φ) = 1, ����

���� ������ ���� ��� ��� �������� ������ ��������� �������

Δuh (r, φ) = 0 ����

uh (1, φ) = cos (3φ) ∀φ ∈ [0, 2π] . ����

��������� ���� ������ ��� �������� ����� ������������������� ����������� ���
������ ����� ��������� �������

uh (r, φ) = R (r) Φ (φ) . ����

��



���� ����� ��� ��� ���������

R
��
(r) Φ (φ) +

1

r
R

�
(r) Φ (φ) +

1

r2
R (r) Φ

��
(φ) = 0.

������ �������� ������ ��� ��� ��� ����� ����������� �������������� ��� r2�
��������� ����� R (r) ��� Φ (φ) ��� ������ Φ

��
(φ) ��� ��� ������ ������� ������

��������� �������� ���������

1

R (r)

�
r2R

��
(r) + rR

�
(r)
�
= −Φ

��
(φ)

Φ (φ)
.

��� ��� ������� ��� ������������������� ������ ���� ���� ����� ���������� ���
���� ��� ��������� r ��� φ ������ ����� ���� ����� ������ ����� ���������
−ω2 ��������� ��� ������ �������� ��� ��� ������������� ���� �������� ���
��������� �����������������

−ω2Φ (φ) = Φ
��
(φ) ����

ω2R (r) = r2R
��
(r) + rR

�
(r) ����

R (1)Φ (φ) = cos (3φ) ∀φ ∈ [0, 2π] . ����

������������� ��� ��� �������� ��� ��������� ����� ��� ��� ��� �����������
��� ��� ������� ���� ��� � ������������ �������� ����� ���� ��������� ��� ���
����� ��� −ω2��

ω2 > 0 : Φ (φ) = a cos (ωφ) + b sin (ωφ)

ω2 = 0 : Φ (φ) = aφ+ b

ω2 < 0 : Φ (φ) = a cosh (ωφ) + b sinh (ωφ) .

����������� ����� ��� ��� ����� ����������� �� ������ �� ���� �� ������ ���
������ ���� ���� ���� ������� �������� f (r, φ) 2π����������� ��������� φ ����
����� ����� ��� ������� �� (r0, φ0) �� ��� ����� ������ �� ����� ����� ������
��� ������ �������� ��� ������ φ�� �� �������� ��� ���� ����� ������� ��� 2π
������ ��� ������������ (r0, φ0)� ���� ���������

f (r0, φ0 + 2π) = f (r0, φ0) , ����

���� ��� ���� ������� �������� f ������� ����� ������������ ���� ���� ������
������ uh (r, φ) ���������� ����� ��� �������� �����

uh (r, φ+ 2π) = uh (r, φ) =⇒ Φ (φ+ 2π) = Φ (φ) .

��� ����� ������������� ������� ���� ��� ��� ����� ��� ������ ���������

Φn (φ) = a cos (ωφ) + b sin (ωφ) . ����

����� �������� ���� ������� ������ ��� 2π����������� ����� ���� ω ���� �����
���� ���� ����� ����� ��� ���� �����������

ω = n n = 1, 2, 3, . . .

��



n ���� ���� ��� ������� ������ ��� ����������� ���� ���� ��� ����� ��������
��� �������������������� −ω2 ��� −n2 ���� ��� ���������� ����� ������ ���
Φn (φ) �� ���� ������������ ��� n �������� �� ����������

Φ (φ) = an cos (nφ) + bn sin (nφ) . ����

��� ������������� ω = n ��� ���� ����� ������� ��� ��� ��������������� �����
������� ��� ���� ������ ��� ��� �� ��� Rn (r) ����������� ��� ������ ��������
�����

n2Rn (r) = r2R
��
n (r) + rR

�
n (r) n = 1, 2, 3, . . . ����

����� ����������� ��� ������ ��� ����� ����� ����������� �r = arp� ������

Rn (r) = arp

R
�
n (r) = parp−1

R
��
n (r) = p (p− 1) arp−2.

������ ��� ������ ������ �� ���� ���� �� �������� ����

0 = r2R
��
n (r) + rR

�
n (r)− n2Rn (r)

= r2p (p− 1) arp−2 + rparp−1 − n2arp

= a
�
p (p− 1) + p− n2

�
rp.

����� ��� ���� ∀r ������� ���� ��� ��� ���� ������������� ������ ���� �����
�������

p (p− 1) + p− n2 = p2 − n2 !
= 0.

��� ������ ������ ������������� ��������� ��� ������������� ����� p = ±n
�������� ����� ��� ��� ����������� ����������� ��� ��� ����� ��� ������ ���
���� ���������

Rn (r) =
cn
rn

+ dnr
n. ����

��� ����� ���� � c
rn � ���������� ��� r → 0� ���� ���� ������ ��� ��������������

������������������ ��������� ��� ����� ���� c = 0 ������� ����� �����������
���� ���� ��� �������� ��� ���� �������� ��� �������� ���������

Rn (r) = dnr

Φn (φ) = an cos (nφ) + bn sin (nφ) .

����� ��� ������������������� ���� ���������� ��� ���������� �����������
un (r, φ) ��� ������� ������ ������ ���������

un (r, φ) = andnr
n cos (nφ) + bndn sin (nφ) =: Anr

n cos (nφ) +Bnr
n sin (nφ) ,

����� ��� ��� ����������� ���������� ��������������� ����� �An := andn
��� Bn := bndn�� ��� n = 1, 2, . . . ��� ����� un (r, φ) ���� �������� ������ ���

��



��������������������� ����� ��� ��������������������� ���������� ��� ������
����� �������� ������ uh (r, φ) ��� ���� ����� ���������� �����������������
����� ��������� ���������

uh =

∞�

n=1

Anr
n cos (nφ) +Bnr

n sin (nφ) . ����

���������������� �������� ��� ��� ������ ����� ���� ����� ����� �� �������
���������� �� ��� �������� ������������� ���� ����� ����� ������������ ����
��������� ��� �������� ���� ���� ����� ������������� ��������������� �����
��������� �������� ������� ����

uh (1, φ) = R (1)Φ (φ) = cos (3φ) .

��� ������ �������� ������ �����

uh (1, φ) =

∞�

n=1

An cos (nφ) +Bn sin (nφ) .

����� ������� ��� ��� ����� �������������������� ������ ����� ���� A3 = 1 ���
An = Bn = 0 ����� ������ ����� ��� ������ ������� ��������� �������� ����
��� ���� ����� �������� �������� ��������

uh (r, φ) = r3 cos (3φ) .

��� ����������� �������� ��� �����

u (r, φ) = uh (r, φ) + up (r, φ) ,

����� ��� �� ��� ����������� ������ ���������

up (r, φ) = 1.

����� �����
u (r, φ) = uh (r, φ) + up (r, φ) = r3 cos (3φ) + 1 ����

�������� ��� ����������������� cos (3x) = 4 cos3 (x)−3 cos (x) ������ ��� ������
�������� ���� �� ����������� ����������� �������������

r3 cos (3φ) + 1 = 4r3 cos3 (φ)− 3r3 cos (φ) + 1 = 4 {r cos (φ)}3 − 3r2 {r cos (φ)}+ 1

= 4x3 − 3
�
x2 + y2

�
x = x3 − 3xy2 + 1.

���� ������ ������ ������ ���� �� ������������ ����������� �������� �����

u (x, y) = x3 − 3xy2 + 1

�� ��� ������ ������������ ���� Δu (x, y) = 0 ����� ���� ��� ��������� ���� ���
������������� �u (x, y) = 1 + cos

�
3 arctan

�
y
x

��
��� ∂B1 (0)� ������� ���� ���

���� ���� ������������

��



����� ��������� ����� ��� ����������� ���������������� �� ��������
���������

��� ���������� �������� ��������� ��� ���� �������� u (r, φ) �� ������������
������

Δu (r, φ) = r

u (1, φ) = 0.

�� ��������� ��� ������� �������� ��� ��� ���� ���������� ���������������
������� ��� ������ ��� ������ ��� ���� �������� ��������� �Δu = 0� �������
������ ����� ��� ���� ����������� ������ ��� �������� ������ ����� ������
��� ������ ������ ���� ���� �����

u (r, φ) = uh (r, φ) + up (r, φ) ,

����� up ��� ���� ��������� ������������� ��� �������� Δup = r ������ ��������
������ ����� ����������

∂2

∂r2
up (r, φ) +

1

r

∂

∂r
up (r, φ) +

1

r2
∂2

∂φ2
up (r, φ) = r.

�� ��� ������ ����� ����� ��������� φ������������� ���� ��������� ��� ���������
�������

up (r, φ) = ar3 + br2 + cr + d

u
�
p (r, φ) = 3ar2 + 2br + c

u
��
p (r, φ) = 6ar + 2b

��� ����� ������ ������ �������� ���� �� ��� ��� ��� ��� ��������� ���� ������
����� �� ��� ��� ������ ���

(6ar + 2b) +
1

r

�
3ar2 + 2br + c

�
= r |.r

r (6ar + 2b) +
�
3ar2 + 2br + c

�
= r2

⇒ (6a+ 3a) r2 + (2b+ 2b) r + c = r2.

��� �������������������� ������� a = 1
9 ��� b = c = 0� d ���������� ������

��������� ��� ���� ���� ������� ������� ������ ����������� ������ ��� �����
�������� �����

up (r, φ) =
1

9
r3 + d.

��� ������ ��� ��� ��� ��� �������� ������� �������������� �� ������
uh (r, φ) = u (r, φ) − up (r, φ) ����� ������ ��� ����� ���������� ���� ���� ���
������������� ����� ������ ����������� ������ �������

0 = u (1, φ)

⇒ 0 = uh (1, φ) + up (1, φ)

⇒ uh (1, φ) = 0− up (1, φ) = −1

9
− d.

��



��� ������������� ��� ��� �������� ������ ������ �����

uh (1, φ) = −1

9
− d.

����� ������ ��� ���������� ���������� ���� ��� ��� ��������� d ���� ���������
������� ������ ��� ������� d = − 1

9 � �� ������������ ��� ������ ����� ��� ���
����� ��� ������� ��������� ��������� ��������

Δuh (r, φ) = 0

uh (1, φ) = 0.

������ �������� ���������������� ������ ��� ������� ����� ��� �� �������
�������� �������� ����� ������ ���� ������ ����������������� ���� ��� ������
�������� ������ ������� ����

uh (r, φ) = 0.

��� ������ ���������� �������� ��� ��� ������������ ��� ���������������������

u (r, φ) = uh (r, φ) + up (r, φ) = 0 +
1

9
r3 − 1

9

=
1

9
r3 − 1

9
.

�� ������� ������ ��� ����� ������ ������ ����� �������� �������� ������� ����
���� ���������� ��� ����� ������ �������� ������� ���� ��������� ����� �����
���� ����� ������ ����������� ��� ����������� �������� ������ ������ ��������
����

��� ����������������

����� ���������

���������������� ���� ��� �������� ��� ���������������� �� � �����������
�R3��

r ∈ [0,∞[

θ ∈ [0, π]

φ ∈ [0, 2π[ .

���� ����������� �� ��� ������������ ����������� x� y ��� z ���� ����� ����
����� ����������� ��������

r =
�

x2 + y2 + z2 = |�x|

θ = arccos

�
z�

x2 + y2 + z2

�
= arccos

�z
r

�

φ =





arctan
�

x
y

�
����� x > 0

��� (y) π
2 ����� x = 0

arctan
�

x
y

�
+ π ����� x < 0��� y ≥ 0

arctan
�

x
y

�
− π ����� x < 0��� y < 0,

��



��� ������ ����� ���� ���� ��������� �����

x = r sin (θ) cos (φ)

y = r sin (θ) sin (φ)

z = r cos (θ) .

����� ��������������� �� ����������������

�� R3 ��� ��� ����������������������� �����

�x�y�z

������� ��� ��� ��������������������� ���� ���� ��� ������ ������ ��� �������
�������� �� ���������������� ������� ��� ��������������� ���������

r2 sin (θ) �r�θ�φ.

�� ��� ������������� ��������� ��������� φ ���������������������� ���������������
���� ��� ��������� ���������� ���������� f (x, y, z)�

˚

f (x, y, z) �x�y�z →
˚

f (r, θ, φ) r2 sin (θ) �r�θ�φ,

����� ��� ������������������� ��������� ������������ ��������� ������ �������
��� ��������� f (x, y, z) → f (r, θ, φ) ��������� ��� �� ������� �����

f (r, θ, φ) = f (r sin (θ) cos (φ) , r sin (θ) sin (φ) , r cos (θ)) .

����� ��������������� �� ����������������

��� ��������������� ��� �� R3 �������������� ���������

�r,θ,φ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

1

r2
cos (θ)

sin (θ)

∂

∂θ
+

1

r2 sin2 (θ)

∂2

∂φ2
. ����

������ �������� ��� �� ������� ������������� ��� ��� ���������������� ��������
�������� ����� ��������������� ���� ���� ��� �������������� ����� �������
����������� ��� ����������� ����� �� ��� ������� ������ ��� ������ ��� ����
������� ��� ����������� ��� ����� ���� ��� ��� ������� ��� ��� �����������
������ ����� ���������� ���������������������

��� �������������� �� ��� ����������������

��� ����������� ����������

����� ���������

��� U ∈ Rn ���� ����� ���������� ���� ������� ������ ��������������� ��������
f : Rn −→ R ����� ����������� ����� ��� �������� ����������� ��������

Δf = 0, ����

��



����� Δ = ∂2

∂x2
1
+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

��� ��������������� �� n ����������� �����������

���������� ����������� �������� �� R2 ����� ���� ���� ���� ���������� ��
������� ���������������� ������������� ���������� �� C� ������� ��������
�������� ���������� ���� �� ���� �������� ��� ����� ��������������� ��� ��� �����
����� ������������ �������������� ����������� ���������� ����� �������������
��� ������� ���������������� ���������� ������ ��� ����� ����� ������ ������
������������ �������������� ��� ������������� ��� ��� ��������������� ����
��� ���� ��������� ��� ������ ��������������

����� ��� ���������������

���� ����������� �������� ����� ��� ������� ��� ������� ��� �� �������
����� ����������������� ������� U �� ��� ��� ���� ��� ��� ���������� ��� ���
�������� ��� ��� ���� ��� ������� ∂U ���������� ��������� ����� ��� ����
������������� ��� ���� ������ ���� ���
����� ����������� ����������� ��� ���������� ���� ���������� ��� ���������
���� ���������� ������� ��� ���� ���� ������� ��� ��� ���� ��� �������
������������

����� ��� �������������

�� ��������� B (�x, r) ∈ R2 ��� ����� ��� ������ r �� ��� ����������� �x
��� ∂B (�x, r) ��������� ������ ����� ��� ���� ��������� ����������� ��������
f : R2 −→ R ���� �������� �����������

f (�v) =
1

2πr

ˆ

∂B(�v,r)

f (x, y) �S, ����

�����
´

∂B(�v,r)
�S ��� ����������� ����� ∂B (�v, r) ����������� ��� ������ r ����

�������� ������� �������

����� ��������

��� ���������� �������� ���������������������

�u (x, y) = 0 ∀ (x, y) ∈ B (1, 0)

u (x, y) = 1 + 2x4 ∀ (x, y) ∈ ∂B (1, 0) .

��� ������� ��� ����� �������������������� ��� ����� ����������������� ������
���������� ������ ��� �������� ��� ���������������� ��� ��� �������������
������������� ���� ��� ������ ��������� ���� ��� ���� ��������� �� �������
��� ���������� ��� ��������� �����

u (x, y) = 1 + 2x4 ≥ 1 > 0 ∀ (x, y) ∈ ∂B (1, 0) .

��� ��� ��������������� ������ ��� ������ ������ �������� ���� ������ ������
������� ������� ���� �����

u (x, y) > 0 ∀ (x, y) ∈ B (1, 0) .

��



������� ������ ������ ��� �������� ��� ������������� ���� ��� ���� ��� ������
�� (0, 0) ���������� ���� ��� ������� r = 1 ������� �����

u (0, 0) =
1

2π

ˆ

∂B(1,0)

f (x, y) �S =
1

2π

ˆ

∂B(1,0)

�
1 + 2x4

�
�S

=
1

2π

ˆ

∂B(1,0)

�
1 + 2r4 cos4 (θ)

�
�S

=
1

2π

2π
ˆ

0

�
1 + 2r4 cos4 (θ)

�
�θ|r=1

=
1

2π

2π
ˆ

0

�
1 + 2 cos4 (θ)

�
�θ = 1 +

1

2π

2π
ˆ

0

2 cos4 (θ) �θ.

��� ������������ �������� ����� ���� �������� ���������� ���� ��� 2 cos4 (θ) �����
���������

2 cos4 (θ) =
�
cos2 (θ)

�2
=

�
1

2
[1 + cos (2θ)]

�2

= 2

�
1

4
+

1

2
cos (2θ) +

1

4
cos2 (2θ)

�

=
1

2
+ cos (2θ) +

1

4
[1 + cos (4θ)]

=
3

4
+ cos (2θ) +

1

4
cos (4θ) .

����� ������

u (0, 0) = 1 +
1

2π

2π
ˆ

0

2 cos4 (θ) �θ

= 1 +
1

2π

2π
ˆ

0

�
3

4
+ cos (2θ) +

1

4
cos (4θ)

�
�θ

= 1 +
1

2π

3

4
2π +

1

π

2π
ˆ

0

cos (2θ) �θ +
1

π

2π
ˆ

0

1

4
cos (4θ) �θ

= 1 +
3

4
+ 0 + 0 =

7

4
.

� ��� ���������������������

��� ��������������������� ���� ������ ����� �������� ���� ��� ����� ��� ����
�������������������� ���� ������ ���� ������ ���� ��������� ��� ��� ����� �������
������ ������

��



��� ��������� ��� �������������

����� ��������� �����������������������

��� ���� ��������� ���������� �������� f : [0,∞[ −→ R ��� ��� ����������������
������ L (f) (s) �������������� ���������

L{f (x)} (s) := F (s) :=

∞̂

0

f (x) �−xs�x. ����

���������� ��� ��������������������� ���������� ������ ���������� �����
������� ���������������������� ��� ��� ������ ��� ������� ���� ���������� ��������
��� ��� ��� ����� ��� ��� ������������������ ������ ��������� ��������������
���������������� ������� ��� ���� �������� ������������� ��� ��� �� ��� ���
����� ���� �������� ��� ��������� ��� ������

����� ���� �������������� ��� ����������������������

��� ��������������������� ��� �������� ��������������

�� ��� �� ��� ������� ��� ��� ��������� ������������ ���������� f (x) ��� g (x)
�����

L{af (x) + bg (x)} (s) = aL{f (x)} (s) + bL{g (x)} (s) ∀a, b ∈ R.

�� ��� �� ������ ����������� ��� ������������������������� ���

L
�

�
�x

f (x)

�
(s) = sL{f (x)} (s)− f (0)

L
�

�2

�x2
f (x)

�
(s) = s2L{f (x)} (s)− sf (0)− �

�x
f (0)

L
�

�3

�x3
f (x)

�
(s) = s3L{f (x)} (s)− s2f (0)− s

�
�x

f (0)− �2

�x2
f (0)

����

�� ��� �� ������ ���������������� ��� �������������������� ���

L{xf (x)} (s) = − �
�s

L{f (x)} (s) = − �
�s

F (s)

L{xnf (x)} (s) = (−1)
n �n

�sn
L{f (x)} (s) = (−1)

n �n

�sn
F (s) .

�� ��� ���� ��������� �������� f (x) ���� ��� �������������������

L{�axf (x)} (s) = L{f (x)} (s− a) .

��



�� �� ���� ��� ����������������

L{(f � g) (x)} (s) = L{f (x)} (s)L{g (x)} (s) = F (s)G (s)

������� ��� ������ ������ ���������������� �������� ������ �� ��� ������
��� �������������� ���������������� ��� ���� ���� ����� ���������� �������

����� ��������� �������� ����������������������

�� ��������� ���� ������� ��������������������� L−1� ������ ��� ���� ����������
�������� f (x) �����

f (x) = L−1 {F (s)} (x) = L−1 {L {f (x)} (s)} (x) . ����

�������� ��� ��� ������� �� �������

L−1 {aF (s) + bG (s)} (x) = af (x) + bg (x) ∀a, b ∈ R. ����

���������� �� ��������� ��� �������� �� ��� �� ���������� ���� �������
�������� ��� ������� ��������������������� �� ���������� ��� ������ ����
��� ��� ��������� ��������� ��� L−1 ����������� ����������� ��������� ��� ���
������� ��������������������� ��������� �������� ��� ������������� ���� ��� �����
����� ������� �� �� ���������

��� ��������� ��� �����������������������

�� ������ ��������� ������ ��� ��� ��������� ��� �� ������ ������� ���������
�����������������

����� ��������� �� ��� �� x ��� x2

����� ��������� ���� ��� ��� �� ��� � ����� ��������� �������� ��������

L{1} (s) =
∞̂

0

1�−ts�t = −1

s
�−ts|∞0 =

1

s
.

��� �� ��� x ������ ��� ����� ��������� ��������� ����������� ����������

L{x} (s) =

∞̂

0

x�−xs�x
���
= −x

s
�−xs|∞0 +

1

s

∞̂

0

1�−ts�x

= 0 +
1

s
L{1} (s) = 1

s2
.

��� �� ��� x2 ����� ���� ��� �������� ����� ����������

L
�
x2
�
(s) =

∞̂

0

x�−xs�x
���
= −x2

s
�−xs|∞0 +

2

s

∞̂

0

x��x

= 0 +
2

s
L{x} (s) = 2

s3
.

��



�������� ������ ��� ����� ������� ���������� ������� ���� ������� ������ �����

L{xn} (s) = n!

sn+1
.

����� ��������� �� ��� �ax

����� ��������� ���� �����

L{�ax} (s) =
∞̂

0

�ax�−xs�x =

∞̂

0

�−(s−a)x�x.

������ �������� ��� ������������� ��� ��� s > a ��������� ����� ��� ���� ��� ��
��������� ��� s > a ��������� �� ������ ���� �����

L{�ax} (s) =
∞̂

0

�−(s−a)x�x = − 1

s− a
�−(s−a)x|∞0 =

1

s− a
.

����� �������� ����

L{�ax} (s) = 1

s− a
∀s > a.

����� ��������� �� ��� cos (ax)�

��� ��������� cos (ax) = 1
2

�
�iax + �−iax

�
��� ��������� �����

L{cos (ax)} (s) =
∞̂

0

cos (ax) �−xs�x.

��



��� ��������� ���� ������ �������� ��������� ��� s > 0 �������� ���� �� ������
���� �����

L{cos (ax)} (s) =

∞̂

0

cos (ax) �−xs�x.

=

∞̂

0

1

2

�
�iax + �−iax

�
�−xs�x

=
1

2

∞̂

0

�iax�−xs�x+
1

2

∞̂

0

�−iax�−xs�x

=
1

2

∞̂

0

�−(s−ia)x�x+
1

2

∞̂

0

�−(s+ia)x�x

= − 1

2

1

s− ia
�−(s−ia)x|∞0 − 1

2

1

s+ ia
�−(s+ia)x|∞0

=
1

2

1

s− ia
+

1

2

1

s+ ia
=

1

2

(s+ ia) + (s− ia)

(s+ ia) (s− ia)

=
s

s2 + a2
.

����� �����

L{cos (ax)} (s) = s

s2 + a2
∀s > 0.

����� �� ��� ���������� ���������������� ����������

��� ��������� ��� ��������� ��� �� ��� ���������� ���������������� ��������
��� �� ��������� �����������������

f (x) =

�
x ��� 0 ≤ x ≤ 1

1 ��� x ≥ 1.

��� ����� �������� ���� ��������

L{f (x)} (s) =

∞̂

0

f (x) �−xs�x =

1
ˆ

0

x�−xs�x+

∞̂

1

�−xs�x

= −1

s
x�−xs|10 +

1

s

1
ˆ

0

�−xs�x− 1

s
�−xs|∞1

= −1

s
�−s − 1

s2
�−xs|10 +

1

s
�−s

=
1− �−s

s2
.

��



���������������� f (x) ��������������������� F (s) ��������� �� s

1 1
s s > 0

x 1
s2 s > 0

xn n!
sn+1 s > 0

sin (ax) a
s2+a2 s > 0

cos (ax) s
s2+a2 s > 0

�at 1
s−a s > a

�ax sin (bx) b
(s−a)2+b2

s > a

�ax cos (bx) s−a
(s−a)2+b2

s > a

xn�ax n!
(s−a)n+1 s > a

����� �� ��������������� ��� ������������ ������������������������ ��� �����
������ ������� ������� ��� ������������������ ��� ��� ������ ������ ��� ��������
����������������� ��� ������ ������ ���� ��� ��� ��� �� ������������� ���������
�� s ���

��� ��������� ��� �������� ��

��� ��� ��������� ��� �������� �� ����� ��� ����� �������� ������ ��� ������
���� ����� ������ ������ ��������� ����� ���� ��� ��� ������� ������������� �������
������������� ��� ��� ��������� �������� ��� ������������� ���� ��� ���� ���
������� �� ���� ��������� ������ �� ��������������� ����� ��� �� ���������� ������
�������������������������������� �� ������� ��� ����������� ���� �� ������� �
������������ ������ ������������� ������ ��� ������ ������� ��������� �������������

����� ��������� ������� �� ��� F (s) = 1
s−2 − 16

s2+4

��� ������� � ����� ��� �������� ���� ���

L{�ax} (s) =
1

s− a
⇒ L

�
�2x
�
(s) =

1

s− 2

L{sin (ax)} (s) =
a

s2 + a2
⇒ L{sin (2x)} (s) = 2

s2 + 4
.

����� ������ ��� ������ �������� F (s) �������������� ������������

F (s) =
1

s− 2
− 16

s2 + 4
= L
�
�2x
�
(s)− 8L{sin (2x)} (s) .

�� ��� �� L−1 {F (s)} (x) ������������ ����� ������ ��� ������������� ����
������������ ��� ���� ��� ������ ���� ��� ����� �����

L−1 {F (s)} (x) = L−1
�
L
�
�2x
�
(s)− 8L{sin (2x)} (s)

�
(x)

= L−1
�
L
�
�2x
�
(s)
�
(x)− 8L−1 {L {sin (2x)} (s)} (x)

= �2x − 8 sin (2x) .

��



��� ��� ��� ������� ��� ������������������ ����� ��� �� ��� �������� L−1 {F (s)} (x)
���� ���������� ������ �� ����������

����� ��������� ������� �� ��� F (s) = s+9
s2−2s−3

����� �������� ������� ������ �������� ��� ������� ������� ��� ��� ������
��� ����� �������� ����� ��������� ��� �������� ������ ��� ������ ����� ��
���� ������ �������� ������������������������ �� ������ ����� ������ ��� ���
������ ����� ������� ����� ��� ����� ������� ��� ��� ��������� s2−2s−3 = 0
�������� ���������

λ± = 1±
√
1 + 3 = 1± 2.

������� �����
s2 − 2s− 3 = (s+ 1) (s− 3) ,

��� ��� ������ ���� ��������������������� ���������

s+ 9

s2 − 2s− 3

!
=

A

s+ 1
+

B

s− 3
=

(s− 3)A+ (s+ 1)B

(s+ 1) (s− 3)

=
As− 3A+Bs+B

s2 − 2s− 3
=

(A+B) s+B − 3A

s2 − 2s− 3
.

����� ����� ���������������������� ���� ����� ��������� �������

A+B
!
= 1

B − 3A
!
= 9.

����� ��������� ���� ����� ������� ����� ��������� ������ ������ �A = 1−B��

B − 3A = B − 3 (1−B) = 4B − 3 = 9

⇒ 4B = 12

⇒ B = 3

⇒ A = 1−B = −2.

����� ��� ������ ��������������������� ����������� ��� ��� ������ ���������
����������

s+ 9

s2 − 2s− 3
=

−2

s+ 1
+

3

s− 3
.

��� ����� ������ ��� ������ ������� ���������� ���� ��� ������ ��� ��������
���� ���� �

L{�ax} (s) =
1

s− a
⇒ L

�
�−x
�
(s) =

1

s+ 1

L{�ax} (s) =
1

s− a
⇒ L

�
�3x
�
(s) =

1

s− 3
.

��



��� �������� ��� ��� ���� ��� ��� �

L−1

�
s+ 9

s2 − 2s− 3

�
(x) = L−1

� −2

s+ 1
+

3

s− 3

�
(x)

= L−1
�
−2L

�
�−x
�
(s) + 3L

�
�3x
�
(s)
�
(x)

= −2L−1
�
L
�
�−x
�
(s)
�
(x) + 3L−1

�
L
�
�3x
�
(s)
�
(x)

= −2�−x + 3�3x = 3�3x − 2�−x.

���� ���� ��� �� ��� ��������� ��� ������� �� ���� ���� ���� ���������� ��������
����� ������ ����������

��� ����� ��� ������������ ����� �������� ��� ��

��� �� ��� ��� ��������� ���������� �������� ��� ����� ��� ������������
����������������������� ��� ���������� ������� ������ ���������������

• ��������������������� ��� ���� ����� ��� ������������� ��� �� �������
���� ���� ��� ��� ������� �� ���� ������������ ����������

• ����� ��� ���������������������� ������������� ����������

• �������������������� ��� ������������� ������ ������� ��� �������� ���

������ �������� ������ ��� ��� �� ���� �������������������� ����������

����� �������� �

�� ������ �������� ���������� ��� ��������� �����������������

�
�x

u (x) + 2u (x) = x ����

u (0) = 1. ����

��� ������ �������� �������� ��� ��� ��������������������� ��������������� ����

U (s) := L{u (x)} (s) ,

��� ������ ��� �� ��� ���� ��� ��� ��� ����� ����� �������� ����

L
�

�
�x

u (x) + 2u (x)

�
(s) = L

�
�
�x

u (x)

�
(s) + 2L{u (x)} (s)

= sL{u (x)} (s)− u (0) + 2L{u (x)} (s)
= sU (s)− 1 + 2U (s) = (s+ 2)U (s)− 1.

��� ������ ����� ������ ��� ��� ������� ��������

L{x} (s) = 1

s2
,

��



��� ����� �������� ��� �������� ������������ ��������� ��� U (s)�

(s+ 2)U (s)− 1 =
1

s2
.

��� ������ ������ ��������� �������

U (s) =
1 + s2

s2 (s+ 2)
=

1

s2 (s+ 2)
+

1

s+ 2
,

��� ��� ����� ��� ��������������������� ������ ������� ��������� ����������
������ ��� ��� ���� ��������������������� ���� ������� ��� ������ ��������
����� ��������������������� ��� ������ ������

1

s2 (s+ 2)

!
=

A

s
+

B

s2
+

C

s+ 2
=

As (s+ 2) +B (s+ 2) + Cs2

s2 (s+ 2)

=
As2 + 2As+Bs+ 2B + Cs2

s2 (s+ 2)
=

(A+ C) s2 + (B + 2A) s+ 2B

s2 (s+ 2)
.

��� �������������������� ������� ����

A+ C = 0 ⇒ C = −A

B + 2A = 0 ⇒ A = −B

2
2B = 1.

����� ������

B =
1

2

A = −B

2
= −1

4

C = −A =
1

4
,

��� ������ ��������������������� ��� ������������

1

s2 (s+ 2)
= − 1

4s
+

1

2s2
+

1

4 (s+ 2)
.

�������� ������ ��������������������� ��� ��� ���������� ��� �������� �� ����
�������� ��� ����

u (x) = L−1 {U (s)} (x) = L−1

�
1

s2 (s+ 2)
+

1

s+ 2

�
(x)

= L−1

�
− 1

4s
+

1

2s2
+

1

4 (s+ 2)
+

1

s+ 2

�
(x)

= L−1

�
− 1

4s
+

1

2s2
+

5

4

1

s+ 2

�
(x)

= −1

4
L−1

�
1

s

�
(x) +

1

2
L−1

�
1

s2

�
(x) +

5

4
L−1

�
1

s+ 2

�
(x) .
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����� ����� ������ ������ ������� ��� �������� ���� �� ��� ������ ��� ����
����� ����������� ��������

L{1} (s) =
1

s

L{x} (s) =
1

s2

L{�ax} (s) =
1

s− a
⇒ L

�
�−2x
�
(s) =

1

s+ 2
.

����� ��� ��� ��� ������������ ����������� ��� �������� �� ���� ������ ���
��� ������ ������� ��� ����������

u (x) = −1

4
L−1

�
1

s

�
(x) +

1

2
L−1

�
1

s2

�
(x) +

5

4
L−1

�
1

s+ 2

�
(x)

= −1

4
L−1 {L {1} (s)} (x) + 1

2
L−1 {L {x} (s)} (x) + 5

4
L−1
�
L
�
�−2x
�
(s)
�
(x)

= −1

4
+

x

2
+

5

4
�−2x.

��� ������ ��� ��� ������ ������

u (x) =
5

4
�−2x +

x

2
− 1

4
.

����� �������� �

�� ������ �������� ��������� ��� �������� ����������� ����

�2

�x2
u (x)− u (x) = �x

u (0) = 1

�
�x

u (0) = 1.

��������������������� ������ ��������� ������� ��� ��� �������� U (s) := L{u (x)} (s)
��������� �������� ��� ��� ����� ������

L
�

�2

�x2
u (x)− u (x)

�
(s) = L

�
�2

�x2
u (x)

�
(s)− L{u (x)} (s)

= s2L{u (x)} (s)− su (0)− �
�x

u (0)− L{u (x)} (s)

= s2U (s)− s+ 1− U (s) =
�
s2 − 1

�
U (s)− s− 1.

���� �� ��� ������� ����� ������ ����� ������� ��������

L{�x} (s) = 1

s− 1
.

��



����� �������� ��� �������� ������������ ��������� ��� U (s)�

�
s2 − 1

�
U (s)− s− 1 =

1

s− 1

⇒ U (s) =
1

(s2 − 1) (s− 1)
+

1 + s

s2 − 1

=
1

s− 1
+

1

(s+ 1) (s− 1)
2 .

�� ��� ������������������ �� ������ ������ ��� ���� ���������������������
��� ��� ������� ���� ���������

1

(s+ 1) (s− 1)
2

!
=

A

s+ 1
+

B

s− 1
+

C

(s− 1)
2

=
A (s− 1)

2
+B (s− 1) (s+ 1) + C (s+ 1)

(s+ 1) (s− 1)
2

=
A
�
s2 − 2s+ 1

�
+B
�
s2 − 1

�
+ C (s+ 1)

(s+ 1) (s− 1)
2

=
(A+B) s2 + (C − 2A) s+ (A−B + C)

(s+ 1) (s− 1)
2 .

��� �������������������� ��������

A+B = 0 ⇒ B = −A

C − 2A = 0 ⇒ C = 2A

A−B + C = 1.

������ ���������������� ���� ����� ��������� ������ �������

−1 = A−B + C = A− (−A) + (2A)

= A+A+ 2A = 4A

⇒ A =
1

4

⇒ B = −A = −1

4

⇒ C = 2A =
1

2
.

����� ��� ������ ��������������������� ������������

1

(s+ 1) (s− 1)
2 =

1

4

1

s+ 1
− 1

4

1

s− 1
+

1

2

1

(s− 1)
2 .

��� ���� ���� ������ ���� ����� ���� ������� �� ��� ������ ���� ����� ��� �� ��
������� ������� ���������� ������� ������ ��� 1

(s−1)2
���� ����� ���������
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������� �����

1

(s− 1)
2 = − �

�s
1

s− 1
= − �

�s
L{�x} (s)

= L{x�x} (s) ,

����� ��� ������� ������ ������� ��� ��� ������������� ��� �� �L{xf (x)} (s) =
− �

�s
L{f (x)} (s)� ��������� ������ ��� ������ ��� ������� ���� �������

��������� ������ ���������������������

u (x) = L−1 {U (s)} (x) = L−1

�
1

s− 1
− 1

(s+ 1) (s− 1)
2

�
(x)

= L−1

�
1

s− 1
+

1

4

1

s+ 1
− 1

4

1

s− 1
+

1

2

1

(s− 1)
2

�
(x)

= 3
4 L−1

�
1

s− 1

�
(x) +

1

4
L−1

�
1

s+ 1

�
(x) +

1

2
L−1

�
1

(s− 1)
2

�
(x)

= 3
4 L−1 {L {�x} (s)} (x) + 1

4
L−1
�
L
�
�−x
�
(s)
�
(x) +

1

2
L−1 {L {x�x} (s)} (x)

=
3

4
�x +

1

4
�−x +

1

2
x�x.
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