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1 Einfiihrung

Beim Versuch einer quantitativen Beschreibung der Natur stofsen Physiker,
Chemiker und Ingenieure zuhauf auf Differentialgleichungen. Einige sind gew6hn-
lich (d.h sie hingen effektiv nur von einer Variable ab), andere sind partieller
Natur (sie hidngen von mehr als einer Variable ab). Wir wollen kurz einige
bekannte Beispiele nennen:

e gewOhnliche Differentialgleichungen: Radioaktiver Zerfall, biologische Wach-
stumsprozesse, newton’sche Bewegungsgleichungen.

o partielle Differentialgleichungen: Schrodingergleichung, Wellengleichung,
Wirmeleitungsgleichung.

Dieser Kurs beschiftigt sich mit dem Losen von partiellen Differentialgleichun-
gen, was schwieriger ist als das Losen von gewthnlichen DGL’s. Dabei wird
stets dieselbe Strategie verwendet.

Man versucht partielle DGL’s auf gew6hnliche DGL’s zuriickzufiihren. Diese
kann man dann (hoffentlich) mit den géngigen Standardmethoden (Kapitel 3)
16sen.

2 Die komplexen Zahlen

2.1 Die komplexe Ebene

Die komplexen Zahlen stellen eine Verallgemeinerung der reellen Zahlen dar.
Jede komplexe Zahl z kann folgendermafsen geschrieben werden:

. aceR ... Realteil
z=atib beR ... Imaginirteil.
Man kann sich die Menge der komplexen Zahlen C als zweidimensionale Ebene
R? vorstellen (C ~ R?). In diesem Bild entspricht die z-Achse R (also der
reellen Zahlengerade) und die y-Achse iR. Jede komplexe Zahl stellt genau
einem Punkt in dieser Ebene dar (z = a + ib gleicht dem Punkt (a,b)). Eine
solche Darstellung der komplexen Zahlen entspricht typischen kartesischen Ko-
ordinaten.
Die wichtigste Eigenschaft einer komplexen Zahl z ist ihr Betrag |z|. Er beschreibt
ihren Abstand zum Ursprung. Um eine verniinftige Formel fiir ihn zu finden,
miissen wir allerdings folgende Operation einfiihren.

2.1.1 Definition (kompleze Konjugation)
*

Die komplexe Konjugation * : C — C ist fiir eine beliebige komplexe Zahl
z = a + ib folgendermafsen definiert:

z¥ =a—1b.



Die komplexe Konjugation entspricht einer Spiegelung an der z-Achse: (a,b)
wird auf (a, —b) abgebildet. Mit dieser Operation ldsst sich der Betrag folgen-
dermafsen berechnen.

2.1.2 Satz (Betrag einer komplexen Zahl)

Fiir den Betrag einer komplexen Zahl gilt folgende Formel:

|2)? = 22" = 2*2.

Beweis: Wir konnen eine beliebige komplexe Zahl z = a + ib mit dem Punkt
(a,b) € R? identifizieren. Der Abstand dieses Punktes zum Ursprung ist durch
|z| = Va? + b? (Pythagoras) gegeben. Offenbar gilt auferdem:

2z = (a—1b)(a+1b) = (a+1b) (a—1ib) = 22"
22" = (a+ib)(a—ib) = a® — (ib)* = a® + b?,
und somit:
22t =2 z=ad + b = |2, O

Wichtige mathematische Objekte, wie etwa Funktionen oder auch Vektoren,
sind fiir die komplexen Zahlen ebenso definiert wie fiir die reellen Zahlen. Die
wichtigste komplexe Funktion ist die komplexe Exponentialfunktion.

2.1.3 Definition (komplexe Exponentialfunktion)

Die komplexe Exponentialfunktion exp : [0,27] — C ist gegeben durch:

x +— e = cos(x) + isin (z) . (1)

Bemerkung: Der Zusammenhang e®® = cos (z) + isin (z) kann mithilfe von
Taylorentwicklungen bewiesen werden.
Die komplexe Exponentialfunktion hat einige interessante Eigenschaften.

2.1.4 Satz (Eigenschaften der komplexen Ezponentialfunktion)
Es gilt
1. Die Funktion ist 27-periodisch: e?(*+27m) = gi®

2. Die komplexe Konjugation dndert das Vorzeichen im Exponenten: (em) f =
e e,

3. Der Betrag ist immer 1: |e™| =1 Va € [0, 27].



4. Typische Funktionswerte:
eO _ e27rz =1
s _43m .
ez = e '2 =9
eZTr — e—ZTr — _1
s iz
el2 = e '2 = —4
5. Zusammenhang zum Cosinus: cos (z) = 3 {e'” + e},

6. Zusammenhang zum Sinus: sin (z) = 5 {e* —e""}.

7. Ae™ + Be™™ = Acos (z) 4+ Bsin (z)

Beweis:
1. Folgt direkt aus der 2m-Periodizitét von Sinus und Cosinus:
@+ — o (x4 27) + isin (z + 27) = cos (z) + isin (z) = €.
2. Folgt aus der Tatsache, dass Cosinus eine gerade (cos (—x) = cos (z)),
Sinus aber eine ungerade Funktion (sin (—z) = —sin (z)) ist:
(ei’:)* = {cos (x) 4+ isin (z)}* = cos (x)—isin (z) = cos (—z)+isin (—z) = e,
3. Folgt unmittelbar aus 2: || = Vel (eir)* = Veize—iz = \/eiz—iz —
Vel = 1=1.
4. Werte einsetzen in (1). Zum Beispiel: €¢'2 = cos (3) + isin(5) =

0 + i = i. Die Gleichheit €'5 = e~'% folgt aus der 2m-Periodizitdt
der Funktion: e~% = ei(~5+27) — oi’F

5. und 6. Aus (1) und 2. wissen wir, dass folgende Gleichungen gelten:

e = cos(z)+isin(x) I

e ™ = cos(x)—isin(z) II.

Betrachten wir nun I. + II., so erhalten wir:
T —ix 1 T —ixT
e +e :2cos(as):>cos(a:):§{e +e "},
Betrachten wir allerdings I. — I'I., so ergibt sich stattdessen:

) . 1 : i
e —e " = 2isin (v) = sin (z) = % {e*—e™}. O
i



7. Offenbar gilt mithilfe von 5. und 6.:

Acos(z) + Bsin(z) = g {e +e ™} + 2§ {e —e i}
i
_ A + E eix 4 é o E efim
Col2 2 2 2
= Ae' 4 Be ',

Somit gilt die Gleichheit fiir:

. A B
A= 242
2t o
g - 4.8
2 21

und wir haben die Aussage bewiesen.

3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Wie in der Einfiihrung erwihnt, 16st man partielle DGL’s stets auf dieselbe
Art. Man fiithrt sie mit Tricks und Kniffen auf gewthnliche Differentialgleichun-
gen zuriick und versucht im Anschluss diese zu 16sen. Daher ist die Fahigkeit
gewoOhnliche DGL’s schnell und souverén 16sen zu konnen essentiell fiir diesen
Kurs. Und genau darauf zielt dieses Kapitel ab. Wir stellen hier die wichtigsten
gewohnlichen Differentiagleichungen vor und zeigen adequate Lésungsmetho-
den.

3.1 Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten

Differentialgleichungen der Form
arf (@) + azf (0) +asf (@) + ...+ auf™ (@) =0 ar,...a, €C,

heifien homogene lineare Differentiagleichungen vom Grad n (der Grad gibt die
hochste vorkommende Ableitung an). Die auftauchenden Koeffizienten aq, . . ., a,
sind allesamt Konstanten, was sich in der Namensgebung wiederspiegelt. Eine
solche Gleichung kann man mit dem Exponentialansatz auf eine gewohnliche
Gleichung zuriickfiihren.

Ansatz: f (x) Ce®
f () = XCe
f(x) = Xcel, ...



Mit diesem Ansatz kann man die obige DGL auf eine gewthnliche algebraische
Gleichung n-ten Grades zuriickfithren:

0 = af(@)+aof (@) +asf (@) +... +anf™ (2)
= a10e™ 4 4 Ce™ 4+ a3 \2Ce™ + ...+ a \"Ce®
= CeM (al +asA+as\?+ ...+ an)\”) .

Eine solche Gleichung hat n Ldsungen Ap,...,\,. Sofern A; keine doppelte
Nullstelle ist, entspricht es einer Ansatzfunktion C;e*®, die die DGL 16st. Die
allgemeine Losung der (linearen) DGL ist also durch eine beliebige Linearkom-
bination aller Ansatzfunktionen gegeben:

Losung (ohne doppelte NST): f (z) = CreM® + ... 4 Cpe’®.

Spezialfall (doppelte Nullstelle): Es kann vorkommen, dass die resultierende
algebraische Gleichung eine doppelte Losung (doppelte Nullstelle) A hat. Die

allgemeinste zugehorige Ansatzwellenfunktion ist dann nicht (!!!) durch Cere

gegeben, sondern durch (A + Bx) e’ Die allgemeine Losung ist dann wieder
eine Linearkombination aller moglichen Losungen:

Losung (mit doppelter NST): f (z) = C1eM®+. . . 4+Cp_se* =274+ (A + Bz) i,

Bemerkung: Im Prinzip kénnen mehrere doppelte, oder sogar dreifache (und
vierfache, etc.) Nullstellen auftreten. Allerdings 16st man in der Praxis meis-
tens DGL’s von maximal zweiter Ordnung. Und da eine algebraische Gleichung
zweiter Ordnung entweder zwei einfache, oder eine doppelte Nullstelle hat, kom-
men diese Situationen praktisch nicht vor.

Diese theoretische Herangehensweise wollen wir nun an zwei Beispielen verdeut-
lichen.
3.1.1 Beispiel 1

y +4y +5y=0

Verwendet man den Ansatz y(z) = Ce™ mit A € C (y () = ACe* und
y = A\2Ce) | so ergibt sich:

0 = y +5y +4b
= MN20eM +4NCeM 4 50N
(A2 +4X+5) CeM
= MN4+4A+5=0.

Das ist eine einfache quadratische Gleichung mit der sich A bestimmen l&sst:

M4+4AA+5=0 = A\2=-2+V4-5=-2%i.



Wir haben es also mit zwei einfachen Nullstellen zu tun. Die Losung der Dif-
ferentialglgeichung besteht aus Linearkombinationen der Ansatzfunktionen:

y (r) = AeM® 4 Bet2”.
A und B sind komplexe Konstanten, die durch etwaige Anfangsbedingungen
festgelegt werden.
3.1.2 Beispiel 2
16y 440y + 25y =0
Der Ansatz y (x) = Ce’* fiihrt auf das charakteristische Polynom:

5. 25
16A2+40A+25:0:>A2+§)\+E:0,

Diese quadratische Gleichung hat folgende Losung:

2
5 5 25 5 25 25 5
Atz =g E (Q w6 a7V 16 T

Dies ist nun eine einzige doppelte Nullstelle. Der zugehorige Ansatzterm ist
daher durch y (z) = (A + Bx) e’ gegeben. Da es aber keine weiteren Nullstellen
gibt, ist das auch schon die allgemeinste Linearkombination aller md&glichen
Losungen (es gibt ja nur diese eine). Somit haben wir die allgemeine Losung
gefunden: ]

y(r) = (A+ Bx)e 1%,

3.2 Inhomogene lineare Differentialgleichungen mit kon-

stanten Koeffizienten

Inhomogene lineare DGL’s &hneln homogenen linearen DGL’s, haben aber einen
Storterm auf der rechten Seite:

ary (z) + azy (@) +asy’ (2) +...+ ay™ (x) = g (x),

wobei ay, .. .a, € C wieder Konstanten sind und g (z) eine beliebige “Storfunk-
tion” darstellt. Solche DGL’s lassen sich mithilfe des folgenden Satzes 16sen.

3.2.1 Satz (homogene und partikuldre Lésung einer DGL)

Die Losung einer inhomogenen linearen DGL entspricht der Summe aus homo-
gener Losung yy, (x) und partikuldrer Losung y, (x), wobei gilt:

e Die homogene Losung y, (x) ist die allgemeine Losung der zugehdrigen
homogenen DGL:

aryn () + asyy (z) + azyy (@) + ...+ apyl” () = 0. (2)

10



e Die partikuldre Losung y, (x) ist irgendeine spezielle Losung der DGL:

aryp () + agy;, (x) + agy; (x)+...+ anyz(j") (r) =g (z). (3)
Man findet sie am besten durch einen Ansatz von der Art des Storterms
g (z).
Beweis: Es geniigt die Linearitdt der DGL auszuniitzen. Mit y (z) = yp, (z) +
yp (z) gilt:
ary (z) + azy (z) + ...+ any™ (@)
= a1 (un (2) + 9y (8)) + a2 (3 () + 5 (@)) - an (5 (@) + ) (@)

= {alyh (x) + agy;t (£)+ ...+ any}(Ln) (x)} + {alyp (z) + agy;) () +...+ anyé") (m)}

= 0+g(z)=g(2).

Die Allgemeinheit der homogenen Losung impliziert, dass wir tatsdchlich die
allgemeinst mogliche Losung gefunden haben. [

Wie dieser Satz zu verwenden ist werden wir nun anhand von einigen Beispie-
len erldutern.

3.2.2 Beispiel 1
y” + 2yl + 5y = 322

Geméf dem Satz ist das homogene Problem durch folgende DGL gegeben:
Yn + 2yp, + 5yn = 0.

Diese Gleichung kénnen wir problemlos mit dem Standardansatz y, = Ce’®
16sen:

0 = yp+2y, +5un = A2+ 20+5=0= N\o= 142
Und somit:
yp(z) =e™" (Aezm + Ee_zir) =e " {Asin (2z) + Bcos (2x)}.

Hier haben wir eine der Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion beniitzt.
Die Konstanten sind ohnehin beliebig und deshalb kénnen wir A und B einfach
durch A und B ersetzen. Nun miissen wir noch die partikuldre Losung finden.
Wir “probieren” den folgenden Ansatz:

yp (r) = Ax* +Bx+C
y;) (r) = 24xz+B
y; () = 24

11



Der Ansatz sollte ja immer von der Art des Storterms sein (und der ist hier ein
Polynom zweiten Grades). Einsetzen in die DGL Yp + 2y, + 5y, = 322 liefert:

Y, + 2y, + 5y, = 2A+2{2Az+ B} +5{As> + Bz +C}
= 2A+44Ax+ 2B +5A2* + 5Bz + 5C
5Az2 + {4A+ 5B}z + {24 + 2B + 5C} = 322,

Damit folgen folgende Bedingungen fiir A, B und C:

54 = 3:>A:%
4 43 12
+5 0= 5 5F 72
2 2/(3 43 231 6
2A4+2B+5C = 0=C=—-=(A+B)=-=(2-22)=_22--__—
b 5( +B) 5(5 55) 555 53’
und somit:
3, 126
yp(x)—5x —5*295—5*3-
Geméf dem Satz gilt fiir die Gesamtlésung der Differentialgleichung y = yp, +y,:
3 12 6
y(x):e_I{Asin(Qx)—i—Bcos(x)}—i—5902—5—21‘—5—3.

3.2.3 Beispiel 2

"

Y (2)+2y (z) + 5y (x) = cos (v)

Das homogene Problem ist identisch zu dem in Beispiel 3. Somit haben wir
erneut:
yp () = e * {Asin (2z) + Bcos (x)}.

Nun fehlt uns noch die partikulére Losung. Wir “probieren” folgenden Ansatz:

yp (x) = Acos(z)+ Bsin(x)
y; () = —Asin(z)+ Bcos(x)
y; (r) = —Acos(xz)— Bsin(z).

Das ist ein Ansatz von der Art des Storterms. Setzen wir diesen Ansatz in die
Gleichung ein, so folgt fiir y,, + 2y,, + 5y, = cos (x):

y; + Qy;, +5y, = {—Acos(z)— Bsin(z)}+2{—Asin(z)+ Bcos(z)}
+ 5{Acos(x)+ Bsin(z)}
{-A+2B+5A}cos(z) +{—B —2A+5B}sin(x)

Vergleicht man das mit der rechten Seite der Gleichung, so muss gelten:

{—A+2B+5A}cos(z) + {—B —2A + 5B} sin (x) = cos ()

12



Und daraus folgt folgendes Gleichungssystem fiir A und B:

4A+2B =
4B—-2A = 0

Daraus ergibt sich fiir die Koeffizienten A = % und B = % . Dies fiihrt zu
unserer partikuldren Losung:
1

1
Yp = 7 cos (x) + 10 sin ()

Geméf dem Satz gilt fiir die Gesamtlosung der Differentialgleichung y = yp, +yp:

y=e “{Asin(2z) + Bcos(x)} + é cos (z) + 1—10 sin (z) .

3.3 Lineare Differentialgleichungen mit variablen Koeffizien-
ten

Auch fiir lineare DGL’s ohne konstanten Koeffizienten gibt es ein Kochrezept:
Variation der Konstanten. Dieses Verfahren ist technisch anspruchsvoller als
die bisherigen. Da es im Rahmen der Vorlesung allerdings nie verwendet wurde,
verzichten wir auf eine Einfiihrung dieser allgemeinen Technik. Stattdessen
untersuchen wir einen wichtigen Spezialfall anhand eines Beispiels:

3.3.1 Beispiel
y =2y

Hier kann man die Gleichung “sortieren” (y auf die eine Seite und x auf die
andere) indem man durch y dividiert:

Nun kann man die Gleichung unbestimmt iiber z integrieren. Das Gleichheit-
szeichen bleibt dabei erhalten:

7 ’ 1
y—zxzé/y—dzz/aﬁdx:fxg—kc,
Yy Yy 3

wobei ¢ die Integrationskonstante bezeichnet. Um [ %dx zu berechnen beniitzt
man folgenden Trick:

/ d
ydr = —yd:c 7 =" dy,
dx

/ZiclgCZ/l (dydaz> :/ldyzlog(y).
Yy y \dz Yy
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Also ergibt sich:

/

' 1
LI /y—dx:/xdx = log(y) = -2* +c.
) Y 3

Durch exponentieren erhalten wir daraus:

A

3 3

y:e%m3+c = e e%m = Ae%m ,
wobei A eine multiplikative Konstante ist, welche durch etwaige Randbedingun-
gen bestimmt werden kann.

3.4 Nichtlineare Differentialgleichungen

Bei inhomogenen Differentialgleichungen funktionieren unsere bisherigen Lo-
sungsansatze nicht. Tatséchlich gibt es auch kein allgemeines Kochrezept. Manch-
mal kann man solche Gleichungen allerdings durch einen Trick in Differential-
gleichungen iiberfithren, die wir dann mit den obigen Methoden 16sen kdnnen.
Dieser Trick heifit Substitution und wir erliutern ihn in einem Beispiel.

3.4.1 Beispiel
‘ 2
y =y—z)"+1
Bei der Substitution definieren wir eine neue Funktion u (z) auf “clevere” Art

und Weise: ) / ,
u(lz)=y—z =>u=y —1=>y =u+1

Wir ersetzen in der Gleichung y —  durch « und y/ durch v’ + 1, under erhalten
so eine Differentialgleichung fiir w:

’

u
= — =1
u?

’

W41 = W+l = d =d?

Und diese Differentialgleichung lasst sich durch einen Seperationsansatz (vgl.
Beispiel 5) 16sen:

u u
Analog zu dort gilt ndmlich:

u dz = d—udx 7 =7 du,
dx

und somit: ,
/ U du 1
—dr=| —=——+¢.
u? u2 U
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Hier ist c;die Integrationskonstante. Fiir die rechte Seite ergibt sich sofort:

/ldx:x—i-cQ,

wobei ¢y eine weitere Integrationskonstante darstellt. Fasst man die Konstanten
als
Ci=Cy — (1,

zusammen, erhilt man:

1
x4+ c

1
——=x+c = u=-
u

Daraus ldsst sich iber u = y —x = y = u + x die eigentliche Losung y

ermitteln: )

x4c

y=u+xr=zx—

4 Die eindimensionale Wellengleichung

Die Wellengleichung ist eine typische partielle Differentialgleichung. Sie taucht
in vielen Bereichen der Naturwissenschaften auf und ist daher sehr wichtig.
Beispiele fiir ihre Anwendung sind:

e Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum: Elektromagnetische Wellen
(Licht).

e Das Propagieren von Dichtefluktuationen in einem Medium: Schallwellen.
e Das Schwingen einer Saite: Musiktheorie.

In diesem Kapitel betrachten wir die Wellengleichung in einer Dimension. Diese
hat stets folgende Form:

Ou (z,t) = F (1) reRt>0 (4)
u(z,0) = f(x) xeR
u(2,0) = g(x) weR,

wobei [0 den D’Alembert-Operator bezeichnet:

) 0 2 0° 2
Of (z,t) == 72 o ft) = fu(z,t) — ¢ fou (2,1).
¢ steht hier fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle (e.g.: Lichtgeschwindigkeit
fiir EM Wellen, oder Schallgeschweindigkeit fiir Schallwellen). In diesem Kapitel
beschéftigen wir uns mit der Losung dieser Gleichung

15



4.1 Die homogene Wellengleichung
Die homogene Wellengleichung ist ein Spezialfall von (4):

Ou(z,t) = 0 (5)
u(z,0) = f(x)
Ut (IE,O) = g (.’E) )

wobei die Geltungsbereiche von Ort und Zeit erneut « € R und ¢ > 0 sind. Fiir
dieses Problem gibt es eine praktische Losungsformel, ndmlich die Formel von
d’Alembert.

4.1.1 Theorem (die Formel von d’Alembert):
Die Losung der homogenen Wellengleichung (5) ist durch folgende Funktion
gegeben:
1 1 x+ct
u@t) =5 (fate)+f-ct+ o [ g ©

r—ct

Beweis: Die folgende kleine Rechnung impliziert, dass jede “brave” Funktion
der Form h (x + ct) die homogene Wellengleichung erfiillt:

2
>
ot2
= (+)?h (ztct)—Ah (x+ct) = (= c?) B (z+ct) =0.

Oh (x £ ct)

Es sei nun G (s) die Stammfunktion von g (s) (d.h.: %G (s) =G (s) = g(s)).
Dann gilt:
x+ct

1 1 1
% / g(s)ds-2—CG(m—|—ct)—Q—CG(x—ct),

r—ct

und die Formel von D’Alembert entspricht somit:
1 1 1
u(x,t) = E{f(erct)Jrf(x—ct)}qL 2—CG(x+ct) - 2—CG(:Z:fct).

Somit besteht u (z,t) in Wahrheit aus der Linearkombinationen von Funktionen
der Form h (x £ ct). Geméf unserer kleinen Rechnung 16st jede dieser Funktio-
nen die homogene Wellengleichung. Aufgrund der Linearitét der Wellengle-
ichung ist auch die obige Linearkombination eine Losung derselben. Es bleibt
noch zu zeigen, dass die Randbedingungen erfiillt sind:

w@0) = /@ + @+ 3G - 3G =f @)
ug (x,0) = ;;{f(x+0t)_f(x_0t)}t_0+8at{210 (x—f—ct)—%G(m—ct

1

G
50166 (@) € (0)} = G () = g (@)

= i @-F@}+
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Die letzte Gleichheit folgt aus der Definition von G (s). Somit sind auch die
Randbedingungen erfiillt. Eigentlich bleibt jetzt noch zu zeigen, dass diese
Losung wirklich die allgemeinst mogliche Losung ist. Auf diese Argumentation
verzichten wir hier jedoch. O

4.1.2 Beispiel

Man betrachte die homogene Wellengleichung fiir ¢ = 10 mit folgenden Randbe-
dingungen:

1 fir—2<z<2
A <z <
1) {0 sonst
10 fir—-2<2x<2
g(x) =
0  sonst.

Gesucht sind die Form der Losung und eine obere Schranke fiir ihren Maximal-

wert. Die Schwierigkeit liegt hier im Berechnen des Integrals i f;j;t g (s)ds.

Eine graphisch unterstiitzte Integration liefert folgende Stammfunktion:

—20 firxz < -2
G(x)=4q10x fir—-2<z<2
20  fira> 2.

Mit der Formel von D’Alembert bekommen wir die Losung unserer Wellengle-
ichung:

wlet) = AT @+ et) + (2 - et)} + 551G @+ )~ Gz — at)},

da ¢ = 10. Um eine obere Schranke fiir den Maximalwert zu erhalten, machen
wir folgende grobe Abschéatzung:

1 1
u(z, ) < S H{If (@ +et)| +1f (@ —et)[} + 55 {IG (@ + et)] + G (@ = ct)]} -
Aus der Form der Funktionen kénnen wir sofort

lf(@)<1  Va,

und
G@) <20  va,

ablesen. Somit erhalten wir folgende Abschétzung:
1 1
u(z,t) < 5{1+1}+%{2O+2O}:1+2:3,

und wir kénnen uns sicher sein, dass u (z,t) < 2 Vo € R und V¢ > 0 gilt.
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4.2 Die inhomogene Wellengleichung

Der allgemeine Fall der Wellengleichung (4) ist durch die inhomogene Wellen-
gleichung gegeben:

Ou(x,t) = F(x,t) reERt>0
u(z,0) = f(x) reR
u (z,0) = g(z) z eR.

Es gibt zwei verschiedene Herangehensweisen an diese DGL, welche wir nun
vorstellen.

4.2.1 Die verallgemeinerte Formel von d’Alembert

Folgende Verallgemeinerung der Formel von d’Alembert gilt fiir die obige inho-
mogene Wellengleichung:

x+ct

u(z,t) = f{f(:chct)Jrf(:c—ct)}Jr—/ ds+2c//:+0(t ’ ,7) dedr.

c(t—r)

(7)
Diese Formel unterscheidet sich nur durch den letzten Term von (6). Dieser
rithrt von der Tatsache her, dass die Inhomogenitat F (z,¢) nun mitberiick-
sichtigt werden muss. Dies geschicht durch eine Integration iiber das “charak-
teristische Dreieck”. Dieses Dreieck hiéngt eng mit der Forderung nach Kausal-
itdt zusammen. Wir wollen hier allerdings nicht niher auf diesen interessanten
Zusammenhang eingehen und verzichten auf einen Beweis von (7).
Verwendet man (7) zum Losen der inhomogenen Wellengleichung, so besteht der
schwierigste Schritt zweifellos im Berechnen des letzten Integrals. Er ist rech-
nerisch aufwendig und wir stellen daher noch eine alternative Herangehensweise
vor.

T—ct

4.2.2 Uberfiihren inhomogener Wellengleichungen in Homogene

Wenn die Inhomogenitét (der Storterm) von relativ einfacher Gestalt ist, kann
man oft eine partikuldre Losung der Differentialgleichung “erraten”. Gelingt
einem dies, so ldsst sich die inhomogene Wellengleichung in eine Homogene
iberfiihren. Diese homogene DGL ldsst sich dann relativ einfach mit Formel
(6) 1osen.

Die folgenden zwei Beispiele sollen die beiden vorgestellten Methoden veran-
schaulichen.

4.2.3 Beispiel zur Formel von d’Alembert

Wir berechnen den letzten Term in (7) fiir

Ou (x,t) =

18



Hier miissen wir also o= fo fxﬂ(t o (&, 7) d€dT explizit fiir F (€, 7) = £ berech-

z—c(t—T)
z+c(t— 7') ztc(t—T)
// ,7)dédr // &dedr
z—c(t—T) z—c(t—T)
1 z+c(t—T)
— / &d¢ » dr
2c z—c(t—T)
1
2

2% + 2zc t—T)+02(t—T)2— [$2—2x(t—7)+02(t—7)2}}(

&=

— L OY— | O o~ _ ©

[x—l—c(t—7‘)]2—;[x—c(t—f)]z}dr
(

sl

dac(t —7)dr

0
t
= x/t—T
0

1 2 |T=t 1 2
= X <—2 (t—T) |7__0) = §xt .

Somit besteht der gesuchte Beitrag gerade aus %xtQ. Die restliche Arbeit -
nidmlich das Berechnen der ersten Beitrdge in (7) - ist komplett analog zur
Losung der homogenen Wellengleichung und wir wollen uns hier nicht mehr
damit befassen.

sl

4.2.4 Beispiel zur alternativen Vorgehensweise

Wir I6sen folgende Wellengleichung durch Zuriickfiihren auf eine homogene

DGL:
Ow (x,t) = at c=1
w(z,0) = a3
we (2,0) = cos(x).
Beachte, dass hier gilt:
0? 5 07 0? 0?

~or 8x2 T o2 022
da ¢ = 1. Wir beniitzen jetzt die Tatsache, dass man dieses inhomogene Problem
- dhnlich wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen - in ein homogenes und
ein partikuldres Problem aufspalten kénnen:
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w (z,t) = wy, (z,t) + wp (z,1) .

Mit etwas Erfahrung und Gliick kann man die partikuldre Losung anhand des
Storterms erraten. Ein “educated guess” fiir dieses Problem ist zum Beispiel:

wy (z,t) = Extg,
denn dieser erfiillt:

2

Erok (z,t) = ut

2

52 (x,t) = 0.

Und deshalb gilt:

0? 0?
Wir haben also unsere partikuldre Losung bereits gefunden. Nun kénnen wir
uns dem homogenen Problem widmen. Die Aufspaltung w (x,t) = wy, (z,t) +

wp (x,t) hat im Allgemeinen auch Auswirkungen auf die Randbedingungen.
Dem miissen wir unbedingt Beachtung schenken:

w(z,0) = wp(x,0)+w,(z,0) = wy (2,0) = w(z,0) —w, (z,0)
0 0 0 0 0
wy (z,0) = gl (x,0) + Ty (2,0) = Frh (2,0) = Y (z,0) — Py (z,0).

Uns verbleibt also folgendes homogenes Problem:

0? 0?
(({%2 — 33:2> wp (x,t) = 0

wy (2,0) = w(z,0) - wp,(z,0)
0 0 0
awh (l‘,O) = Ew (l‘,O) - %wp (.17,0)

Fiir unser partikulire Losung bedeutet das konkret:

Owp, (z,t) = 0
1
wy, (2,0) = w(x,0) —w, (,0) =2 — gxt?"t:o =2 —0=23
0 L 9
o (z,0) = Y (2,0) — 5P (2,0) = cos (z) — §l‘t lt=0 = cos (z) .

Dieses Problem kénnen wir nun mit der Formel von d’Alembert fiir homogene
Differentialgleichungen (vergleiche Kapitel 4.1) 16sen (man beachte, dass noch
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immer ¢ =1 gilt):

x+t
wntet) = g{rn’ s @0}y [esea
— %{(x+t)3+(w—t)3}+%{sin(x+t)—sin(x_t)}
= %{(x+t)3+(x—t)3+sin(x+t)—sin(g;—t)}_

Und daraus lisst sich nun die allgemeine Losung w (z,t) der inhomogenen
Wellengleichung bestimmen:

w(z,t) = wy (2, 1) 4wy (2,t) = % {(x +1)° + (. —t)° +sin (¢ +t) — sin (z — t)}—f—%mt?’.

4.2.5 Bemerkung

Die inhomogene d’Alembert-Formel (7) liefert ein Kochrezept zum Losen von
jeder (“sinnvollen”) inhomogenen Wellengleichung. Allerdings ist sie rechnerisch
etwas aufwendig. Versucht man die betreffende inhomogene Wellengleichung auf
eine Homogene zuriickzufithren, so muss man eine partikuldre Losung finden.
Dafiir gibt es kein Kochrezept und man muss sich auf mathematische Intuition
verlassen. Gelingt es einem jedoch eine partikulire Losung zu erraten, so ist
man mit dieser Methode deutlich schneller.

4.3 Versteckte Wellengleichungen

Im vorigen Abschnitt haben wir gelernt, wie wir inhomogene Wellengleichun-
gen - also Differentialgleichungen vom Typ (4) - losen kénnen. Dieses Wissen
kann aber unter Umsténden auch auf andere Differentialgleichungen angewendet
werden: nimlich auf DGL’s, die sich durch einen Trick in eine Wellengleichung
iiberfiihren lassen. Ein solcher Fall wird im folgenden Beispiel behandelt.

4.3.1 Beispiel

Wir 16sen folgende Differentialgleichung:

Upte (,1) — Ugge = at
ug (2,0) = a3
ug (£,0) = cos(x).

Diese Differentialgleichung ist offensichtlich keine Wellengleichung. Allerdings
konnen wir sie durch eine clevere Substitution in eine iiberfithren. Offensichtlich
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gilt ndmlich:

Uppr (T, 1) — Uggr = <83 — 83) u(xz,t) = <32 - > > {au(:c,t)} =t
o3 0x20t otz Ox? ot
ug (x,0) = {gtu (m,t)} =23
2
ug (2,0) = %u(m,t} = % {gtu (x,t)}.
Fiithrt man also folgende Definition ein:
w(x,t) = gu (z,t), (8)
ot
so erhalt man eine typische inhomogene Wellengleichung fiir w (z,t) mit ¢ = 1
O=2-2):
Ow (z,t) = at
w(x,0) = a3
wy (2,0) = cos(z).

Nun ist das aber genau die Wellengleichung, die wir in Abschnitt 4.2.4 bereits
gelost haben. Als Losung erhielten wir:

w(x,t) = % {(x+t)3+(zft)3+sin(z+t) fsin(xft)} + %wts.

Mithilfe von (8) kénnen wir aus dieser Losung auch die Losung unserer DGL
ermitteln. Hierfiir miissen wir lediglich {iber ¢ integrieren:

u(wt) = [w(n0dt+ s (@), (9)

f (z) steht hier fiir eine beliebige von x abhéngige Funktion. Da %f () =0
(f (z) ist ja unabhingig von t), entspricht diese Funktion der Integrationskon-
stante bei eindimensionalen Integralen. Formel (9) liefert wirklich die Losung,
da:

0

Gu = g [u@oar i@} = 5 [u@oas 25w -
5l (1) = 5 w (z, 2) =5 [ Wiz, 5 (@) =w (1),

wobei % Jw(z,t)dt = w(z,t) (Hauptsatz der Analysis) verwendet wurde. In
unserem Fall gilt somit fiir die gesuchte Funktion u (x,t):

u(z,t) = /w(x,t)dt+f(x)

/E {(x+t)3+(x—t)3+sin(x+t)—sin(x—t)}+éxt3] dt + f (z)

- é{(x+t)4—(m_t)4}—%{COS($+t)+COS(x—t)}+%xt‘l_,_f(x)_
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Die Losung fiir unsere DGL lautet somit:

u(z,t) = é {(x+t)4 - (xft)4}f%{cos(x+t) +cos(x7t)}+ixt4+f(x).

5 Die Methode der Variablenseparation

5.1 Einfiihrendes Beispiel: Die Wiarmeleitungsgleichung

In diesem Kapitel stellen wir eine der wichtigsten Methoden zum Ldsen partieller

Differentialgleichungen vor: Die Methode der Variablenseparation. Anstatt sie

formal einzufiihren, erkldren wir sie gleich anhand eines wichtigen Beispiels -

nédmlich der Warmeleitungsgleichung: Betrachte folgende DGL auf dem endlichen
Intervall [0, L]:

U — kge = 0 Ve e[0,L],VE>0 (10)
u(0,t) = wu(L,t)=0 Vi >0 (11)
u(xz,0) = T7sin(37z), (12)

Wir beobachten nun, dass in der eigentlichen Differentialgleichung entweder nur
t- oder nur x-Ableitungen auftauchen, keine gemischten Ableitungen (u,; wére
zum Beispiel eine gemischte Ableitung)! Eine derartige Differentialgleichung
nennt man separabel!. Fiir separable Differentialgleichungen kann man folgen-
den (Produkt-) Ansatz verwenden:

u(z,t) =X ()T (t). (13)

Setzen wir diesen Ansatz in (10) ein, so erhalten wir:

0 0?
0 = =kt = o AX (@) T(0)} by {X () T (1)}

2
= X(z) %T (t) — kT (1) %X ().

Diesen Ausdruck kénnen wir nun durch kX (z) T (¢) dividieren:

1 9 I
0 = woalY xmaz’®@
1 9 192

Und jetzt kommt der Trick. In (14) haben wir die urspriingliche DGl (10)
separiert? :

e Links stehen nur Ausdriicke, die auschlieflich von ¢ abhéingen.

!Diese Separabilitit bezeichnet iibrigens derselbe einen Umstand, den ihr schon gut aus
der Quantenmechanik kennt. Dort hat man es hiufig mit separablen Hamiltonians zu tun.
2Daher rithrt auch der Name der Methode.
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e Rechts stehen nur Ausdriicke, die ausschliefslich von « abhéngen.

Die Gleichheit muss jedoch fiir beliebige « € [0, L] und ¢ > 0 gelten! Dies ist
aber nur moglich, wenn beide Seiten konstant sind. In diesem Fall kénnen wir
schreiben:

1 9 5 1 92

ool W= = xmaat @

wobei —w?die (herbeiargumentierte) Separationskonstante?® darstellt. Thre mdglichen
Werte werden durch die Randbedingung (11) eingeschriankt, doch dazu kommen

wir spater. Mit diesem Trick ist es uns nun gelungen die partielle DGL (10) in
zwei gewohnliche DGL’s zu zerlegen:

1 02 2 o 2
W@X (2) = —w?® = @X () = —w*X (x) (15)
le(t) %T (t) = —w* = %T(t) = —kw?T(t). (16)

Auch die Randbedingung (11) ldsst sich separieren:
w(0,t) = u(L,t)=0= X (0)T(t)=X(L)T({)=0 Vt>0,
was auf folgende Randbedingung fiihrt:
X (0)=X(L)=0. (17)
Ahnliches kénnen wir mit Randbedingung (12) machen:
u(x,0) = 7sin (37z) = X (z) T (0) = 7sin (3nz),

was folgende Randbedingung impliziert:

X (z) = ﬁ?sin (3rz) . (18)

Gleichung (15) zusammen mit der Randbedingung (17) ergibt nun eine 16sbhare
gewohnliche DGL (Da X (z) nur von z abhingt sind gewohnliche und partielle

Ableitung identisch: Ba—;X (z) = g—iX (x) = X" (2)):

X (z) = —w?X(2)
X(0) = X(L)=o0.

Diese Differentialgleichung hat abhiingig von dem Vorzeichen von —w? drei
mogliche Losungen:

3Die Wahl —w? ist erlaubt und wird uns spiter das Rechnen etwas erleichtern.
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1. +w? < 0 : Hier lautet die Losung X (x) = Ae*® + Be~“*. Die Randbe-
dingung fordert hier allerdings:

X0) = 0=A4=-B
X(L) = 0= Al —Ae™F=0=A=0.
Also sind wir hier auf die triviale Losung X (x) = 0 gestofen (da A = B =
0).
2. +w? = 0: Hier lautet die Losung: X () = A + Bz. Die Randbedingung
impliziert:
X(0) = 0=A4=0
X(L) = 0=BL=0= B=0,

und wir bekommen wieder die triviale Losung X (x) = 0.

3. 4w? > 0 : Hier lautet die Losung: X (z) = Ae™* + Be™™* = A cos (wz) +
Bssin (wx) , wobei wir eine der Eigenschaften der komplexen Exponential-
funktion beniitzt haben. Hier impliziert die Randbedingung:

X(0) = 0=A=0
X(L) = 0= Bsin(wL)=0.

Letztere Gleichung ist genau dann (nichttrivial) erfiillt, wenn w = 7 fiir
n € N beliebig gilt.

Wir sehen also, dass Gleichung (15) nur dann eine nichttriviale Losung hat,
wenn w, = “F fiirn € Z beliebig?. Fiir ein fixes n € N erhalten wir also:

X, (x) = By sin (%m) .

Die Randbedingung (11) der Heat Equation hat uns also - via (17) - tatséchlich
die moglichen Separationskonstanten eingeschriankt. Nun kommt eine weitere
wichtige Beobachtung: Gemé&f unserem Vorgehen sind die Separationskonstan-
ten in (15) und (16) identisch. Damit erhalten wir aus (16):

0 kn2n?
woraus wir sofort die zugehorige Losung ablesen kdnnen:
kn?m?
T, (t) = A, eXp{_th} , (19)

wobei A,, eine Konstante ist. Hier gibt es keine einschrinkende Randbedingung.
Wir kénnen unsere Gesamtlésung daher zusammensetzen:

k 2.2
U (z,t) = Cy sin (%x) exp {— 72271' t} fiir ein n € Nbeliebig,

4Der Index n signalisiert die Abhingigkeit dieser Grofie von der Zahl n.
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wobei wir eine neue Konstante C,, := A, B, eingefilhrt haben. Tatséchlich
haben wir nicht nur eine, sondern unendlich viele mogliche Losungen gefunden
(eine fiir jedes n = 1,2,3...). Das Superpositionsprinzip sagt uns nun, dass
die allgemeine Losung aus einer Linearkombination aller moglichen Losungen
besteht. In unserem Fall bedeutet dies:

u(z,t) = f: Cp sin (%m) exp {—Imf;?t} .

n=1

Allerdings sind die Konstanten C,, noch unbestimmt. Wir miissen sie aus einem
Vergleich unserer Losung mit der zweiten Randbedingung ermitteln. Setzen wir
in unserer Losung ¢ = 0, so muss wegen (12) gelten:

u(x,0) = i C), sin (%x) exp {lmjjzt} lt=0 = i Cy, sin (%x)
n=1 n=1

u(z,0) = 7Sin(?zrx).

Daraus kénnen wir durch einen Koeffizientenvergleich erkennen, dass C5 = 7
und sonst C,, = 0 gelten muss. Unsere endgiiltige Losung lautet daher:

. (3T 9k
u(x,t) = 7sin T %) exp —?t .

5.2 Variablenseparation fiir inhomogene Randbedingun-
gen

Die Methode der Variablenseparation ist sehr méchtig. Allerdings hingt sie
entscheidend von der homogenen Randbedingung (11) (u(0,t) = w(L,t) =
0 V& > 0) ab. Diese Randbedingung ist allerdings nicht immer gewé&hrleis-
tet. Manchmal kann man jedoch inhomogene Randbedingungen auf homo-
gene Randbedingungen zuriickfithren. Dieses Procedere wollen wir am néchsten
Beispiel veranschaulichen:

U — kg, = 0
u(0,t) = 4 Vt>0
u(L,t) = 12 vt >0
u(z,0) = f(x) va € [0, L],

wobei f (z) eine beliebige L-periodische (d.h.: f(x+ L) = f(x)) Funktion
darstellt, auf die wir hier nicht ndher eingehen wollen. Nun kénnen wir diese
Gleichung mit einem Trick in eine Gleichung mit homogenen Randbedingun-
gen iberfiihren. Der Trick besteht wieder einmal aus dem Aufspalten in eine
homogene und partikulire Losung:

u(x,t) =up (z,t) +up (x,1).

26



Offenbar erfiillt folgender Ansatz die DGL:
up (z,t) := Az + B,

da %up =0 und ;—;up = 0. Wir haben also eine partikuldre Losung gefunden
und konnen sie den Randbedingungen anpassen:

u, (0,t) = B=4=B=4

up(Lit) = AL+B=12=A=—(12—B) =

S
Ik

Somit haben wir:

8
up (z,t) = 7% +4,

und das homogene Problem (u;, = u—u,) hat per Konstruktion folgende Form:

0 0? 0 0?
Euh - k@“h = 0- {atup — k‘axQup} =0

up (0,t) = 4—u,(0,t)=0 Yt >0
up (L) = 12—wu,(L,t) =0 vt >0
Up, (SU,O) = f(x) — Up (93,0)

Mit diesem Trick ist es uns gelungen das urspriingliche (inhomogene) Gle-
ichungssystem in ein Homogenes zu verwandeln:

0 o?
&Uh — k@'dh = 0
Up, (0, t) = 0 Vit >0
up (Lyt) = 0 vt >0
u(x,0) = f(x)—up(x,0).

Die homogene Losung uy, ldsst sich nun vollig analog zum obigen Beispiel finden.
Zum Schluss miissen wir dann natiirlich noch homogene und partikulére Losung
zusammensetzen:

u(x,t) =up (z,t) +up (x,t) =up (z,t) + %1—1—4.

6 Fourier-Reihen

Mithilfe einer Fourierreihe kénnen beliebige periodische (oder periodisch fortge-
setzte) Funktionen als Reihe (unendlich lange Summe) von Funktionen dargestellt
werden. Die folgenden Theoreme gelten fiir beliebige “brave” T-periodische
Funktionen.
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6.1 Die Reelle Fourierreihe
6.1.1 Theorem(reelle Fourierreihe)

Jede integrable T-periodische Funktion (f (x +7T) = f(x) Vz) kann in einer
reellen Fourierreihe entwickelt werden:

flz) = % + ]; (ag cos {kwx} + b sin {kwzx })
_ I
Yo7
c+T
(o)) - l
> = 7 f(z)dz
9 c+T
aw = 5 / f () cos {kwz} dx
c+T
b = % / f (z) sin{kwz} dz.

Die Konstante ¢, welche in jedem Integral vorkommt, kann beliebig gewéahlt
werden. Oft erleichtert eine kluge Wahl von ¢ das Berechnen der Reihe.

6.1.2 Lemma (gerade und ungerade Funktionen)

Sei fy (z) eine beliebige (integrable) ungerade Funktion (f, (—z) = —fu (x))
und sei f, (x) eine beliebige (integrable) gerade Funktion (f, (—z) = f, (2).
Dann gilt Folgendes:

/fu(x)d:v 0 Vae[0of

a

j@@@::Q/@@mx Va € [0, 00|

0

Beweis Wir betrachten zunéchst den ungeraden Fall. Hier gilt:

fu(=2) = =fu(2).

Natiirlich kann man das zu berechnende Integral aufspalten:

jhmw=/ﬁmm+]ﬁmm.
E J /
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Im ersten Integral konnen wir folgende Substitution anwenden:

y = -z
der = —dy,
welche folgendes impliziert:
0 0 0 0
[f@ar = [rnea)=- [nwia= [ Lo
- - / fu (@) da,

0

da fab f(z)dz = — [, f (z) dw gilt. Damit verschwindet der Ausdruck fiir das
Gesamtintegral:

a 0 " . .
/afu(x)da:—[fu(x)dz+0/fu(z)dx—O/fu(x)do:JrO/fu(l")dI—O,

und der erste Teil des Lemmas ist bewiesen.

Im geraden Fall kénnen wir analog vorgehen, nur dass hier f, (—z) = f, (z) gilt.
Somit unterscheidet sich diese Betrachtung von der obigen lediglich durch ein
Minuszeichen. Es gilt also.

/Ofg (m)dx:/afg (x) dz.

Fir den Gesamtausdruck bedeutet das:
a 0 a a a a
fo@)de= [ fy(x)da+ [ fy(x)de = | fy(x)da+ [ fy(x)dz =2 [ f,(z)dx.
[z [ [ne= [ [hwa=z |

Somit ist das Lemma bewiesen.
6.1.3 Korollar (Fourierreihe gerader und ungerader Funktionen)
e Fiir die Fourierreihe einer ungeraden Funktion f, (x) gilt:

ar = 0
apg — 0,

und somit: f, (z) = > 7o, bg sin (kwz)
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e Fiir die Fourierreihe einer gerade Funktion gilt:
by, =0,

und somit: fo (z) = % + Y27, ak cos (kw).

Beweis: Dieses Korollar ist eine direkte Folgerung des obigen Lemmas. Fiir
jede ungerade Funktion f,, (z) ist f, (z)cos (kwx) ebenfalls ungerade. Wéhlen
wir ¢ = —%, so erhalten wir fiir ax und % respektive:

c+T

ar = %/fu (a:)cos{kwx}dx:%/fu(:z:)cos{kwx}dx:()

c+T
ap 1 - 1

o = T/fu(x)dw—f

geméf Lemma 6.1.2 (das Integral einer ungeraden Funktion {iber ein sym-
metrisches Invervall verschwindet ja). Umgekehrt gilt fiir eine gerade Funk-
tion f, (), dass fy (z) sin (kwz) eine ungerade Funktion ist. Wahlt man wieder
c= —%, so gilt in diesem Fall:

|
vl \MH
o
—
N
o,
=
I
o

4T Z
b = % / fq (z)sin{kwa}dr = % / fq (z)sin {kwz}dx = 0.
c -3
Damit haben wir das Korollar bewiesen. |

6.2 Die komplexe Fourierreihe

Analog zur reellen Fourierreihe gibt es auch eine komplexe Fourierreihe. Wir
wollen sie hier einfiihren.

6.2.1 Theorem ( kompleze Fourierreihe)

Jede integrable T-periodische Funktion (f (z +T) = f (x) fiir « beliebig) kann
in einer komplexen Fourierreihe entwickelt werden:

fla) = ) ope?

k=—o0

c+T

cp = T/f(a:)efikwdx kE#£0

w = 7 [ 1@

wobei die Konstante ¢ wieder beliebig gewdhlt werden kann.
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6.2.2 Theorem (Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Fourier-
reihe)

Reelle und komplexe Fourierreihe sind dquivalent. Fiir die jeweils auftauchenden
Konstanten gilt folgender Zusammenhang:

ib
o = %ﬁm«o (20)
_ b
o = Tt firk>0
ag
Co = Ea
oder wenn man die Gleichungen umkehrt:
ar = (cx+c—g) (21)
bk = i(Ck — C,k)
w
2

Beweis: Wir verwenden die Identitéten cos {z} = § {€** + e} und sin {z} =
2 {e® — e_i’”} um die reelle Fourierreihe umzuschreiben:

fla) = S+ Z (ay cos {kwax} + by sin {kwz })
= @ + i a 1 {eikwI + 72kwx} +b {ezkwx . efikwx}
2 L \"F2 *2i
o0
_ 0 1 ikwx 1 1 —ikwz
- 4 z(  dau] et 3 fow = T
a =1 ad
= ?0 + Z 5 (ak — Zbk kax Z ak + Zbk —ihwz
k= k=1
> 1
_ 70 - _ 1kwx 1kwx
= 3 Z 9 (ar —iby)e + Z (a_p +ib_y)e
—~—— 1 N ——’ k——l—/—/
co ey, flir k>0 e fr k<o
— Z Ckeikww.

k—=—
Die komplexe Fourierreihe kann also aus der Reellen hergeleitet werden, wobei
obiger Zusammenhang (20) gilt. Damit haben wir die Aquivalenz beider Reihen
gezeigt. (21) folgt direkt aus (20). O
6.2.3 Bemerkung

Das obige Theorem zeigt, dass reelle und komplexe Fourierreihe dquivalent sind.
Das Berechnen der reellen Fourierreihe involviert nur reelle Zahlen und erlaubt
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eine signifikante Vereinfachung, falls die betreffende Funktion gerade oder unger-
ade ist.

Die komplexe Fourierreihe involviert stets komplexe Zahlen und eine Verein-
fachung fiir gerade oder ungerade Funktionen ist nicht mdglich. Dafiir miissen
stets nur 2 Koeffizienten - ¢g und cg- berechnet werden. Zuséatzlich sind die
dafiir n6tigen partiellen Integrationen im Allgemeinen leichter durchzufiihren.

6.3 Beispiele
6.3.1 Beispiel: reelle Fourierreihe der Sidgezahnfunktion

Wir berechnen die reelle Fourierreihe der Sdgezahnfunktion: f(r) = = auf
[—1, 1] und dann periodisch fortgesetzt. Eingeschrankt auf das periodisch fort-
gesetzte Intervall ist diese Funktion offenbar ungerade:

f(=2)= -2 =—f(2),

und die periodische Fortsetzung dndert nichts an dieser Tatsache. Fiir die Peri-
ode gilt T = 2 (T bezeichnet stets die Lange des Intervalls) und somit gilt:

Wir wissen auferdem, dass % und alle a; verschwinden, da die Funktion unger-
ade ist. Daher miissen wir nur mehr alle b berechnen. Die Konstante ¢ kann
willkiirlich gewéhlt werden und wir entscheiden uns fiir ¢ = —1 (es ist immer
eine gute Idee ¢ so zu wahlen, dass ein um 0 symmetrisches Integrationsintervall

entsteht). Dann gilt:

) e+T ) 142 1
b, = T / f (z)sin {kwz}dx = 3 / zsin {krz}dx = /:Usin{lmrm} dz
c -1 -1

kel
—

1
1 1
——xcos{kmnz} |t + — /cos {krz}dx
km km

e

1 1 L. 1
% (1) cos {km} + T (—=1)cos{—kn} + W sin {krz} |2,

1 1 1 . 1 .
=~y cos {kn} — T 608 {kn} + W sin {kr} — W sin {—km}

2 L_si L sin{kn
= —Ecos{km}—&—wbm{kﬂ}—&—wb {kr}

2 2
= ——cos{kn}+ —=sin{kn},
o 005 0T + =g in (k)
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wobei wir cos{—z} = cos{z} und
gilt allerdings:

sin {kw}
cos {km}

und somit folgt fiir by:

2
b = ——
k km

2
cos{km ——sin{kn} =
{hr} + g fhr)

sin {—z} = —sin{x} beniitzt haben. Nun

0VkeZ
(-1)F vk e z,

2
_E(

(-1"
.

2
k

-1 _z
) m

Damit haben wir die gesuchte Fourierreihe auch schon gefunden:

f ()

2
m

M8

=
Il

(-1
K

sin {kmz}.
1

6.3.2 Beispiel: komplexe Fourierreihe der Sidgezahnfunktion

Wir berechnen nun auch noch die komplexe Fourierreihe der Sagezahnfunktion:
f () =« auf [-1, 1] und dann periodisch fortgesetzt. Es gilt wieder 7' = 2 und

somit:

w

2T
2

.

Nun miissen wir die Koeffizienten ¢, berechnen. Die Konstante ¢ wahlen wir
wieder als -1 und mit p.I. kennzeichnen wir partielle Integration:

1 c+T
0 = 7 / f(z)efio‘”"dxzi
c+T
1
Ck = —

/ f(z)e ke dy =

1

1/
-1
1

1 —ikmax
_ T,
5 /xe T

-1

1
rdr =~z =0.

4

1
pl 1 1 _, . 1 1 / i
i - ikmx - tkmx g
YT R Rk ¥ syl *
-1
1 1 1 ;
_ _ —ikm _ 1k —ikmx
ik 2ikn. T 2ikn / e e
-1
_ _ 1 i\ —im\k _ 1 —ikmx |l
= e e 2 (ikn) =
— _ 1 _ k _ k _ 1 —ikm ik
1" 1 ek (D
- ik ~ 2{_1)_(_1)}:_'k :
2 (ikm) Lk



T

wobei in der Rechnung (e“)b = e® und ™ = e7"" = —1 verwendet wurden.
Mithilfe von (21) kénnen wir daraus auch die reelle Fourierreihe ermitteln:
ao

? = COZO

B o (=F P
ak = (e +ep)=- ikm i(=k)m =0

E (LR —1)*
b, = ’L'(Ck—c—k):i<_(ik173 +(rL(i)k)7r>:_72T( 1)

was genau unserem obigen Ergebnis entspricht.

6.3.3 Beispiel: komplexe Fourierreihe von e” auf [—7, 7]

Berechne die komplexe Fourierreihe der periodischen Fortsetzung von f (z) = e*

auf [—m, 7]. Das bedeutet, dass T' = 27 und somit:

_2m_
S on
Wenn wir die frei wihlbare Konstante ¢ = —m setzen, dann gilt fiir die Fouri-
erkoeffizienten cg und cy:
LT 1 11 1
0 = T / f(z)dx = o /e$dx =3 (e"—e ™) = ;sinh(ﬂ)
1 o 1 r 1 r 1 h
% = 7 / f(z)ererdy = %/e;‘e_i’”dm: %/ex_imdx: %/e(l_ik”dx
_ 1 1 e(—ik)zm 11 (e(l—ik)ﬂ-_e—(l—ik)ﬂ>
o1 — ik 2wl —ik
_ 1 1 T —ikm —7m tkm\ __ —271' e T T k’)
A eTet) = 2771—zk:( ()
I 1 koo k 1(-1°1 _
— i s -1 _ e -1 )_ - _ e
27r1—z‘k(e( J o (=) Tz & )
1(-1)*
= ;i—zkz sinh () .

Somit gilt ¢y = cx—o und wir haben die komplexe Fourierreihe gefunden:

f(:z:)*—smh Z 5 b
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Nun kénnen wir mithilfe des oben angefiihrten Zusammenhangs auch die reellen
Fourierkoeffizienten aus den ¢, bestimmen:

1(=1)" 2
ag = 2c0:2;§_2ksinh(w)|k:0:;Sinh(ﬂ)
L(=D* 1 (=)™
= _ = — h —_— S h
h e+ eon = Ty Sinh (M) + ST oy S ()

sinh (7) [ (=D* (=1)7* sinh () 1 1
R {1—ik+ 1+ik}: ™ (_1)k{1—ik+1+ik}

sinh (7) [ (14 k) + (1 —ik) sinh () 2
= ™ { (1—ik) (1 + ik) }_(1)k 77 {1+k2}
TR,
= ;blnh(ﬂ)l—i—k?

kol

_ 1y~ )
b = i(ck—c_p)=1 <7lr 1 —IZI{: sinh (7) — 71r1(1z)(k) sinh (77))

- i(sm;m(—mk{l_lik_wrlik})

__sinh(7) (14ik) — (1 —dk)| _ .sinh(m) 2ik
- T (_1)k{(1—ik)(1+ik)}_z 7 (_1)k{1+k2}

2 . r k
= —;smh(ﬂ)(—l) e

—~

Die reelle Fourierreihe hat daher folgende Form:

k

(-1)F 2 = k(-1)
k=1 L2 o8 k:r:)—fsmh ; 5

Mg

fx)= % sinh (7)4+— smh sin (kx) .

Bemerkung: Ist das Berechnen der Fourierreihe von Exponentialfunktionen
gefragt, so ist die komplexe Fourierreihe dafiir besser geeignet als die Reelle.

6.3.4 Beispiel: Fourierreihe von sin” {5z}

Wir berechnen die Fourierreihe von f (x) = sin® {5z}. Hier kénnen wir einen
netten Trick anwenden und das tatséchliche Berechnen der Koeffizienten ver-
meiden. Es gilt ja schlieRlich sin {kz} = £ {e™** — e=™**} Und damit lésst sich
f (z) folgendermafien umschreiben:

2
1 . .
f(z) = sin® {5z} = (sin{5z})* = <2, {5 — e_z5w}>
i
L 2is —2i5 L1 o —i10
= —Z(e T—2+4e “”):—i-g—z(e T e t0T)

1 1
= 3~ 5008(1037).
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Das ist aber bereits die reelle Fourierreihe der Funktion und wir konnen die
Koeffizienten ablesen:

ap - 1
2 2
1
aip = D)
ar, = 0 sonst
bp = 0 Vk € N.

6.4 Fourierreihen und der Grenzwert von Reihen

Eine iiberraschende Anwendung der Theorie der Fourierreihen ist das Berech-
nen von Grenzwerten unendlich langer Summen (Reihen). In diesem Abschnitt
wollen wir das Paradebeispiel einer solchen Reihe, ndmlich die Riemannsche (-
Funktion® ¢ (2), betrachten. Unser Ziel ist es, den Grenzwert diese Reihe zu

berechnen:
1
C(2):= Z ol
n=1

Um das zu bewerkstelligen betrachten wir zunéchst folgendes Beispiel, welches
auf den ersten Blick nichts mit unserem Problem zu tun hat.

2|z|
T

6.4.1 Beispiel: reelle Fourierreihe von f(z) =1— auf z € [—7, 7]

Wir berechnen die reelle Fourierreihe der periodischen Fortsetzung von f (z).
Die Periode der resultierenden Funktion ist offensichtlich 27 und die Funktion
selbst ist offensichtlich gerade auf [—,7]:

2|—=| 2|z|

flry=1-=0 =

f ().

5Die ¢-Funktion hingt eng mit der Riemannschen Vermutung, einem der beriihmten Mil-
leniumprobleme der Mathematik, zusammen.

™
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Die periodische Fortsetzung erhilt diese Eigenschaft. Daraus kdnnen wir bereits
folgern, dass by verschwindet. Aufierdem gilt mit ¢ = —:

1 c+T 2 | | 1 ™ 1 T
ag T _ 1 4
c -7 -

0
1 1 1 50 1 5.
= l—l—ﬁ/xdx—ﬁ/xdx:l—kﬁx _ﬁ—ﬁx\o

0

1 1
3 20

c+T T
%:=;/f@mwmm=;/Q—TUwWMM

-7

1 ™
= /cos (kx)dz — /|:c| cos (kz) dx
T

—T

0 ﬂ'
L. ” 2
= —psin (kx)|™ . + = / z cos (kz)dz — /xcos (kx)dx
— T 0
2 2 ; 2
— mxsin(kx) L % sin (kx) da — 7T2kansm (kx) |5 + / sin (kz)d
- 0
2 o 2 2
= g 008 (k) |1, — —g cos (ka) |§ = —5 {1 — cos (=) — cos (k) + 1}

8, falls kungerade (odd)

4 212
= —— {1 - k = mk
T2k2 {1 = cos (km)} {0 falls kgerade (even).

Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass

cos(m) = cos(B3m)=...=-1
cos(0) = cos(2m)=...=1

Und damit haben wir unsere gesuchte Fourierreihe gefunden:

8 1
fx)=—= Z — cos (kx) .
™ foda ™

6.4.2 Beispiel: Ermitteln von ¢ (2)
Im vorigen Beispiel haben wir folgende Reihenentwicklung ermittelt:

2|z 8 1
fl@)y=1- 7|r| = ﬁc%(kaj)
kodd
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Diese Gleichheit gilt fiir beliebige x € [—m, 7] und somit auch fiir = 0. Setzen
wir diesen Wert fiir x ein, erhalten wir:

8 1
kodd

da cos (0) = 1. Daraus kénnen wir aber folgende Aussage gewinnen:

R
kodd

Und genau dieses Resultat brauchen wir um ¢ (2) zu berechnen. Es gilt ndmlich:

=1 1 1 2 1
(@ = Y p=Ymtl p=5t g

k=1 kodd keven keven
2 =1 2 1le=1 72 1
= —+Z 5 = 5 *Zj_* *C@)v
8 P (2k) 8 4 = k 8 4
und damit: ) 5

3 T T
— 2 = — 2 = —.
=T =c@=T

Somit ist es uns gelungen den Grenzwert Zetafunktion mithilfe einer Fourieren-
twicklung zu finden.

6.5 Sinus- und Cosinusreihen

In diesem Kapitel betrachten wir Funktionen, die nur auf einem Intervall [0, L]
(L > 0) interessieren. Damit meinen wir, dass es keine Rolle spielt wie diese
Funktionen aufterhalb dieses Intervalls aussehen. Fiir solche Funktionen gelten
folgende Theoreme.

6.5.1 Theorem (Cosinusreihe)

Es sei f () eine auf [0, L] definierte integrable Funktion. Dann ldsst sich diese
Funktion als Cosinusreihe darstellen, das heifst:

flz) = ?—l—éakcos(kzx) Vr € [0, L]
L
% = %/f(x)dx
0
L
ap = z/f(x)cos(kgx>dz
0



Beweis: Die Funktion f (z) ist auf [0, L] definiert und interessiert uns auch nur
auf diesem Intervall. Aufterhalb von [0, L] kénnen wir mit der Funktion “machen
was wir wollen”. Insbesondere kénnen wir diese Freiheit dazu zu niitzen f (x)
gerade von [0, L] auf [—L, L] fortzusetzen. Das heifit wir definieren:

fa) = f(lz[) Veel-L0].

Somit produzieren wir eine gerade Funktion auf dem Intervall [—L, L]. Diese
Funktion kénnen wir nun zusétzlich periodisch fortsetzen. Als Resultat erhalten
wir eine gerade periodische Funktion f (z) welche eingeschrénkt auf [0, L] genau
unserer Ausgangsfunktion f (z) entspricht. Diese neue Funktion kénnen wir in
einer Fourierreihe darstellen. Da f (z) gerade ist, gilt:

f(x) = 6;04-2_:@1@005(?)

L L L
Yoo g [iwar=1 [foe=1 [fu
L 0 0

und da per Konstruktion f (z) = f (z) Vz € [0, L] gilt, folgt daraus das Theorem.

6.5.2 Theorem (Sinusreihe)

Es sei f () eine auf [0, L] definierte integrable Funktion. Dann lésst sich diese
Funktion als Sinusreihe darstellen, das heifst:

fl@) = gbksin(kzraz) Ve e [0,L].

[ s (E2)
0

Beweis: Der Beweis zur Sinusreihe verlduft sehr dhnlich wie der von der Cosi-
nusreihe. Allerdings setzen wir f (x) hier ungerade von [0, L] auf [—L, 0] fort:

b, =

e

fla):==f (=) Vvoel-L0].

Die so entstandene ungerade Funktion setzen wir periodisch von [—~L, L] fort.

Als Resultat erhalten wir eine ungerade periodische Funktion f (z) und diese
koénnen wir nun als Fourierreihe darstellen. Da die Funktion ungerade (und
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f(z)sin (22 2) somit gerade) ist, gilt:
f(z) kz by, sin <kLﬂ-x)

2 r 2 /
by = ﬁ/ sm( >dx—L/f sm( x>dx
.y 0

Da f (z) = f () auf [0, L] folgt daraus unmittelbar das Theorem. O

6.6 Losen von Differentialgleichungen mit Fourierreihen

Fourierreihen stellen ein méchtiges Werkzeug dar, wenn es um das Losen von Dif-
ferentialgleichungen auf endlichen Intervallen® geht. Wir wollen dieses Herange-
hen mit zwei Beispielen skizzieren.

6.6.1 Beispiel: u (z) —u(z) = z auf 2 € [—1,1] und periodisch fortgesetzt.

Wir 16sen diese Differentialgleichung mit einem Fourierreihenansatz. Aus Ab-
schnitt 6.3.1 kennen wir schon die Fourierreihenentwicklung fiir die “Ségezahn-
funktion” f (z):

) k
f(x)= —% Z <_k1) sin {kra} .

Nun nehmen wir an, dass die Losungsfunktion wu (z) stetig ist. Dann muss sie
notgedrungen dieselbe Periodizitét wie f (x) haben (die DGL muss ja immer
und tberall erfiillt sein) und somit kénnen wir auch u (z) in einer Fourierreihe
mit gleicher Periode entwickeln. Diese Periode ist T' = 2, woraus w = 7 folgt.
Wir haben somit;:

u(r) = =+ Zak cos {kwx} + Zbk sin {kwx}

k=1

Qo :
= 5 + ; ay cos {krx} + ; by sin {kma} .

SFunktionen auf endlichen Intervallen kann man immer periodisch fortsetzen, ohne die
Funktion auf dem urspriinglichen Intervall zu &ndern. Dieser Trick erlaubt dann stets eine
Fourieranalyse.
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Fiir diese Funktion kénnen wir ganz allgemein die Ableitung berechnen:

k=1

u (z) = %u( ) = ddx { + Zak cos {kma} + Zbk s1n{k7rx}}

d a() d
= 45 Zak cos {kmz} + ;bk—sm {kma}

= 0+ Z ay (—kmsin {kra}) + i by, (kmcos {kma})
= k=1

= Z kmby, cos {kmx} — Z kmray sin {krz} .
k=1 k=1

Jetzt kénnen wir auch v () — u () in Fourierreihenform schreiben:

<
—~
&
|
IS
S
~
I

[Z kmby, cos {kmz} — Z kmay, sin {k‘ﬂ'l‘}]
k=1 k=1

a oo oo ]
?0 + Z ay cos {kmra} + Z by, sin {kmc}]

oo

— ao + Z kb, — ay) cos {kmx} + Z —kmay — by) sin {kwa} .
k=1

Die so erhaltene Reihenentwicklung kdnnen wir jetzt in die Differentialgleichung
einsetzen:

u(z) —u(z) = EO_FZ (kmby, — a) cos{kﬂx}—l—z —kmay, — by) sin {knx}
k=1 k=1
Lo 2(=1f
= > - — - sin{kma} = f ().

>
Il

1

Aus dieser Gleichung kénnen wir nun Bedingungen fiir die (noch unbekannten)
Fourierkoeffizienten ag, ax und by ablesen. Damit die Gleichheit erfiillt ist muss
némlich gelten:

-3 =0 —a=0 L
(k‘ﬂ'bk — ak) =0 — ap = kmb, IL
k
2 (-1
(—kﬂ'ak — bk) = —7(T) II1.
m
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Bedingungen II. und III. ergeben ein lineares Gleichungssystem mit 2 Unbekan-
nten, welches zum Beispiel durch Einsetzen (ap = k7by) gelost werden kann:

2
—kﬂak—bk = 7( k)
™
—/mr(/mrbk)—bk = z( ]:-)
™
2
(k2 +1)by, = %(—1)’“
b = _2CD°
T k(241
Mit a = knby, folgt somit:
21
b mk (m2k% + 1)
oo 20D
T @k 1)

und wir haben die Losung der Differentialgleichung in Form einer Fourierreihe
gefunden:

u(z) =

Z ay cos {kma} + Z by, sin {kma}

G |
2
i cos {kmz} + Z & sin {krz}
= ( 7r2k2 —|— 1) mk (m2k% + 1) ’

6.6.2 Beispiel: Loésen der Wellengleichung durch Variablensepara-
tion

Dieses Beispiel behandelt eine weitere wichtige Anwendung der Fourierreihen.
Sie kénnen dazu dienen Randbedingungen in brauchbare Form umzuschreiben.
Wie dies funktioniert, wollen wir anhand der homogenen Wellengleichung zeigen:

uge (2,1) — gy (2,t) = 0 Vo € [0,L], Vt >0 (22)
w(0,t) = 0 Vt>0 (23)

w(lt) = 0  Vt>0 (24)

u(z,0) = f(z) Vo € [0, L] (25)

ug (0,1) g (x) Vo € [0, L]. (26)

Wir wollen diese DGI durch Variablenseparation 16sen. Dazu machen wir fol-
genden Standardansatz:
u(z,t) =X ()T (t). (27)
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Dieser Ansatz ermdoglicht es uns (22) zu separieren:
Ut (2,1) — gy (2,1) = X () Tyt (t) — T (t) Xy () = 0.

Wenn wir diesen Ausdruck durch X (z) T (¢) dividieren und sortieren, so erhal-

ten wir:
1 c?

— T (t) = ——X
ORI TERSS
Da die linke Seite nur von ¢ und die Rechte nur von x abhingt kann diese Gle-

ichung nur dann gelten, wenn beide Seiten konstant sind (Separationsargument).
Wir kénnen diese Konstante mit —w? bezeichnen und erhalten:

Xz () = —w?X (2) (28)
Ty (t) = —eT(t). (29)

Zusammen mit den Randbedingungen (23) und (24) erhalten wir mit (28) fol-
gende DGL fiir die z-Komponente:
r) = —w’X (2)

0) =
X (L)

a2 (
X (

Wie wir schon anhand der Warmeleitungsgleichung (Kapitel 5.1) gezeigt haben,
erzwingen die Randbedingung folgende nichttriviale Losung:

nmw _ . /nmw
Wi = und X (z) = Ay sin (w,x) = Ay, sin (f:c) n=12,.... (30)

Die DGL fiir die t-Komponente ist durch keine Randbedingungen eingeschrankt,
allerdings darf sie nicht explodieren (das wire unphysikalisch). Sie beschrénkt
sich daher auf (29):

Ttt (t) = *C2w2T (t) .

Allerdings ist das hier auftauchende w bereits durch (30) festgelegt (w, = % ).
Somit erhalten wir folgende allgemeine Losung:

T (t) = By cos (cwpt) + Cpsin (cwpt) n=1,2,... (31)

(Die Losung T (t) = Bpe®nt +Cre~nt ist prinzipiell auch denkbar. Allerdings
expolodiert sie fiir t — oo und kommt daher nicht in Frage) Die zu diesen Losun-
gen gehorige Gesamtlosung kann durch den Separationsansatz (27) gewonnen
werden:

Un (z,8) = X (2)T (t) = Ay sin (wnx) { By, cos (cwnt) + Cp, sin (cwy,t) }

= apsin (wpx) cos (cwpt) + by sin (w,x) sin (cwpt) n=1,2...
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Uy (x,t) stellt fiir jedes n = 1,2, ... eine Losung des Systems dar. Geméf dem
Superpositionsprinzip ist die allgemeine Losung demnach durch eine Linearkom-
bination aller solchen Lésungen gegeben:

u(z,t) = Z {an sin (wy,x) cos (cwnt) + by, sin (wyx) sin (cwpt)} . (32)

n=1

Wir haben also die allgemeine Losung gefunden. Allerdings sind die Konstanten
a, und b, noch unbestimmt. Sie werde durch die verbleibenden Randbedin-
gunen (25) und (26) festgelegt. Zum Beispiel verlangt (25):

oo

u(z,0) = Z {an sin (wnx) cos (cwyt) + by, sin (wp) sin (cwnt)} =0

n=1

i an sin (wnz) = f (), (33)
n=1

wobei f (z) eine auf [0, L] definierte Funktion darstellt. Wir kénnen diese Funk-
tion in einer Sinusreihe darstellen:

oo

flx) = ) ansin(wea) (34)

n=1

(07%% ==

Sl

L
/f ) sin (w,x) dz.
0

Eine Koeffizientenvergleich von (33) und (34) liefert:

L
/ f () sin (wyx) da.
0

Ahnlich kénnen wir mit Randbedingung (26) umgehen:

an:

Mw

w (z,0) = Z {—cwnay, sin (wpx) sin (cwpt) + cwpby, sin (wpx) cos (cwpt)} li=o
n=1

= Z cwp by, sin (W) = g(z). (35)
n=1

g () ist ebenfalls eine auf [0, L] definierte Funktion und wir kdnnen sie ebenfalls
in einer Sinusreihe darstellen:

g(xz) = ZB" sin (wy,x) (36)
y
by = E/g(x)sin(wnx)dx.
0
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ein Koeffizientenvergleich von (35) und (36) liefert:

L
~ 1 2
cwpb, = b, = b, = o L /g (z) sin (wpz) da.
0

Damit haben wir die an die Randbedingungen angepasste Losung der Wellen-
gleichung gefunden:

u (z,t) = Z {ay sin (w,x) cos (cwy,t) + by, sin (wyx) sin (cwpt) }
n=1
L
2 .
an, = 7 /g (z) sin (wpz) dz
0
L
1 2 .
b = oo 719 (z) sin (wpz) dz.
0

Mithilfe bekannter Additionstheoreme (sin (z) sin (y) =  {cos (z — y) — cos (z + y)}
und sin (z) cos (y) = % {sin(z — y) +sin (z + y)}) konnen wir dieses Resultat
noch folgendermafsen umschreiben:

— [ an .. : bn
u(z,t) = Z {2 [sin (wy, {z — ct}) + sin (w, {x + ct})] + 1 [cos (wy, {x — ct}) — cos (wy, {z + ct})]}

8

= { sin (wy, {x — ct}) + ? sin (wy,, {x + ct}) + % cos (wp {z — ct}) — % cos (wn, {z + ct})

S

L
2
an, = = nL
7 g (z)sin (w
0
1 2
b, = —— in (wnx) .
CwnL/g(x)sm(w x)
0

Wir bemerken, dass diese Losung einer Linearkombination aus Funktionen der
Form f (z — ¢t) und f (z + ct) besteht. Dass dies so sein muss, haben wir bereits
in Abschnitt iiber die Formel von d’Alembert argumentiert.

7 Fouriertransformationen

Die Fouriertransformation bildet Funktionen auf Funktionen ab. Informell gesprochen
ist die Fouriertransformation das Analogon der Fourierreihe fiir unendlich grofse
Intervalle (die gesamte reelle Achse R). Fouriertransformierte Funktionen haben
einige besondere Eigenschaften, welche uns beim Ldsen von DGL behilflich sein
kénnen. Diese Transformation und ihre Eigenschaften wollen wir uns daher in
diesem Kapitel genauer ansehen.
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7.1 Definition und Eigenschaften der Fouriertransforma-
tion

In diesem Kapitel widmen wir uns der Fouriertransformation (FT). Sie kann in
vielerlei Hinsicht als Fourierreihenentwicklung fiir nichtperiodische Funktionen
angesehen werden.

7.1.1 Definition (Fouriertransformation)

Es sei f: R — C eine absolut integrable Funktion (d.h.: [;|f (z)|dz < o).
Die Fouriertransformierte dieser Funktion ist definiert durch:

Fo) = FU @0 = o= [ F@)e M (37)
R
Die inverse Fouriertransformation ist fast analog definiert:

Fla) = FH{f (0)} (2) = %27 / f (k) e+, (38)
R

Sie ist die Umkehrabbildung der Fouriertransformation, wie man an folgender
wichtiger Identitdt erkennen kann:

FHF{f @) ®)} @) = f(2) = f(2). (39)
Salopp gesprochen bildet die Fouriertransformation z-abhiingige Funktionen
f(x) (“Ortsraum”) auf k-abhéngige Funktionen f (k) (“Impulsraum”) ab. Die
inverse Fouriertransformation hingegen macht genau das Umgekehrte.

7.1.2 Theorem (wichtige Eigenschaften der Fouriertransformation)
Die Fouriertransformation hat folgende Eigenschaften:
L. Fiir X € R gilt: F{f (\z)} (k) = 57 F {f (@)} () -
2. Fiir 7 € Rgilt: F{f (x+7)} (k) =™ F {f ()} (k) = e/ f (k).
3. Fiir beliebiges differenzierbares f (z) gilt: }'{%f (x)} (k) =ikF {f (x)} (k)
ikf (k).
4. Fiir beliebiges differenzierbares f (z) gilt: F{xf (x)} (k) = i%}' {f (@)} (k)
il f k).
Bemerkung: Die Eigenschaften 3. und 4. sind besonders wichtig. Sie besagen

namlich, dass die Fouriertransformation Ableitungen (also %) in Multiplikatio-

nen (also ik) verwandelt und umgekehrt. Das ermoglicht es uns Ableitungen in
einer PDE in Multiplikationen zu verwandeln.

Beweis: Der Beweis besteht aus einer Einsetziibung:
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1. Setzen wir Definition (37) in F {f (Az)} (k) ein, so erhalten wir:
FA{f ()} (k) = \/%R/f (Az) e "™ da.

da

d

L —ikx _ L —ik%wi
mR/fux)e da mk/f(y)e S
1 1 Sk
_ 11 —i(%)w
e R/ f@yei($)vay

1 1 (&
= —— f(m)e_l(?)“dx
By \/27TR/

- FuEn(3).

was genau der gefragten Aussage entspricht.

Mithilfe einer Variablensubstitution y := Az, \71\| erhalten wir:

<

2. Einsetzen der Definition (37) in das Gefragte ergibt:
1 )
F{fx+71)}(k z—/ x4+ T1)e k.
{f (z+7)}(F) ey flz+T)

Hier niitzt uns folgende Variablensubstitution: y := x + 7, dy = dz. Die
Grenzen des Integrationsintervalls liegen bei oo und &ndern sich nicht
durch eine endliche Translation. Somit:

1 —ikzg, _ L —ik(y—7)
\/ﬂR[f(:ﬁ—i-T)e de = \/%R/f(y)e Y= dy
— \/%ezkrm/f(y) efikydy

ik'ri T efikz T
o R/ J (z)e e
= TF{f(2)} (k).
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3. Hier ist partielle Integration der entscheidende Trick:

d B 1 d ik
@b = —= [{fr@fera
R
_ L —ikxrjoo L i —ikx
= mf(a:)e * \/%R/f(x){dxe }dx
_ _L _ itk
= Nor: R/ f(x) {—ike™ "} da
: 1 —ikx
zk\/%R/f(:c)e dx
= ikF{f(x)} (k).
4. Offenbar hat e~*** folgende niitzliche Eigenschaft: xe~"* = i%e_ikm

(einfach nachrechnen). Damit gilt:

71 rf(r)e ikwd!L‘
vV 27 / f ( )
71 xT)yre ik dx

ol

—zkmdx

Fiaf(2)} (k)

dk\/ﬂ/‘f

7.1.3 Faltungstheorem

Die Faltung beschreibt eine mathematische Moglichkeit zwei Funktionen miteinan-
der zu verkniipfen. Fiir zwei Funktionen f,g: R — C ist sie folgendermafsen
definiert:

(f % 9)( /f y. (40)

Die Faltungsoperation ist kommutativ ((f % g) (z) = (¢ % f) (z)) und es gilt
das Faltungstheorem:

FUU#0) @) k) = VERF{f (@)} () F{g (@)} (k) = Varf (k) g (b(4D)
=00 = 7 {{®im} e (42)
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Formel (42) ist besonders beim Riicktransformieren von grofer Bedeutung. Dies
wird im Abschnitt {iber Fouriertransformationen und Differentialgleichungen
(Abschnitt 7.3) von grofser Wichtigkeit sein.

Beweis: Wir verwenden die Definitionen (37)und (40). Auferdem werden wir
bei Gelegenheit 1 = e® = e?*¥~**¥ verwenden:

FA(fxg) (@)} (k)

(f % g)(x)e " da
f ) g(xz—y)dye " 1da
f ) g(z—y)e Fev=*dzdy

fy) e ™g(z —y)e * "V dady

d- 3 9 8-
%\%\%\%\
%\%\%\

1/ ik —ik(z—y)

= [1we ™ [ o yeteias b ay
V2

TrR R

Eine Substitution s := x — y mit ds = dx liefert fiir den Klammerausdruck (das
uneigentliche Integrationsintervall bleibt wieder invariant unter dieser Transla-

tion):

FA(fxg) (@)} (k)

a+~

1 . _
— [ fly)e ™ [ g(s)e ™ds 3 dy

g(s)e*ds fy)e *vdy
2 / R/

R

ﬁrR/ e~ ds m/f e hdy
varf (k) (k). D

7.1.4 Theorem (Fouriertransformation der Gaussfunktion)

Betrachte die Gaussfunktion:

Ve

Die Gaussfunktion bleibt unter einer Fouriertransformation unveradndert:

~ 1 11.2
f(k)_\/TTTe EL
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sie ist also die “Eigenfunktion” der Fouriertransformation.

Beweis: Einsetzen der Definitionen liefert:

1 1 1.2 1 1.2
k)= —— e 3% efzkmd — /e—(gm +7.kz)d )
f (&) \/277/\/27r YT o .
R

Nun kénnen wir quadratisches Ergénzen im Exponenten versuchen:

R

1 1 1 1
5o° ke = o {a® +2ika} = o {z + ik} + L

und somit gilt:

° 1 1 21,2 1.2 1 1 42
k) = — —s{ztik} =3k p — e~ 3F — —s{z+ik} g
f (k) 5 | ¢ r=e 5 | ¢ x
R R
= oW e btay e Ve - e o
o 27 y= 27 = 21 '

R

7.2 Beispiele zum Berechnen der Fouriertransformation
In diesem Abschnitt wollen wir die Berechnung von Fouriertransformationen an
einigen Beispielen veranschaulichen.

7.2.1 Beispiel: FT von [, ()

Wir suchen die Fouriertransformation der Indikatorfunktion:

1 fira<axz<b
Tiap1 (2) = {O sonst (43)

wobei a,b € R mit a < b. Anstatt die FT von (43) direkt zu berechnen,
betrachten wir zunichst eine symmetrische Indikatorfunktion:

1 fir—-a<z<a
liaa) (#) = {0 sonst (44)

wobei a > 0. Fiir diese Funktion lisst sich die F'T ohne grofien Aufwand berech-
nen:

[_a,q (k) = .F{H[_a,a] (x)} (k) = \/% /]I[—a,a] (z) o= kT Q0
R

= —1 /e_””dx— —1 L
V2T Vor —ik
—a

—ik$|a
—a

1 ) ; 2 1 . .
- _ e—zka _ ezka _ — ika e—zka
1kv2m { } kv/2m 2t { }
_ 2 sin (ka)
B T k7

a0



Somit gilt:

Fil—aa (2)} (k) = \/zmkka)

Nun koénnen wir aber Theorem 7.1.2 verwenden. Offensichtlich gilt ndmlich:

[a,b] =

a+b+ _b—a b—a
2 2 7 2 ’

und somit auch:

a+b
]I[a,b} (m) = ]I[b;a7l)—Ta] (ac - 9 ) .

Mit Theorem 7.1.2 (Eigenschaft 2.) folgt nun fiir 7 := —2£° und ¢ := %52:

Flliay (@)} (k) = Fllcq@+r)} k) =" F{l_cq @)} (k)

. k[b—a]
on 2 sin (ke) 2 _iklat] Sm( 2 )
e = =y/=e 7 ——~.
T k s k

Somit haben wir die gefragte Fouriertransformation ermittelt:

. k[b—a]
A 2 iklaye) S\ T
H[a,b] (k) = \/;e 2 (k'>

Bemerkung: Hier haben wir eine wichtige Strategie fiir die Berechnung von F'T
vorgestellt: Das Zuriickfithren auf einfachere (oder sogar schon bekannte) Rech-
nungen. Anstatt die Indikatorfunktion des asymmetrischen Intervalls direkt
zu berechnen, haben wir die Fragestellung auf das Berechnen einer Indikator-
funktion mit symmetrischem Intervall - was viel einfacher ist - zuriickgefiihrt.
Schlussendlich haben wir die Eigenschaften der FT dazu beniitzt daraus das
gefragte Resultat zu extrahieren.

7.2.2 Beispiel: FT der Dreiecksfunktion

Hier wollen wir die Fouriertransformation der Dreiecksfunktion:

1—Jz| fir-1<z<1
0 sonst,

fz)=(01- |$|)H[—1,1] = {

ol



berechnen. Einsetzen von f (z) in Definition (37) liefert:

Vo f (k)

VorF{f (z)} (k) = / (1—|z|) H[7171]efikxdx

R

L L

(1— |z|) e~ **dx

= le” " dg + —/xe Ry — —/me ke Qg
_ Loy ik ik 1 —ikz |0
= gpte e e
0 1
1 —ikx 1 —ikx 1 —ikx
+ %/e dx+%xe \é—%/e dz
21 0
0 1
Lk —ik 1 k ik 1 / ik 1 / —ik
— _ 1 _ (3 _ 1 _ K2 _ —1 Id _ k2 Ll/'d
R S AT ik ST A
21 0
0 1
1 —ikx 1 —ikx 1 —ikx 1 —ikx
= %/e kd.ﬁ—%/‘e kdxzﬁe k|g1—ﬁe k|(1)
1 0

Die letzte Gleichheit gilt, da sin® (z) = & {1 — cos (2z)}. Somit haben wir die
FT der Dreicksfunktion gefunden:

sin? (&
Fliy =228 ()

0 k2
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7.2.3 Beispiel: FT von e 7!

Einsetzen der Definitionen liefert:
0 s}
Vorf (k) = /e_me_i’“‘dm: /el'e_ikxdsc—i-/e_”e_ikwdx
—00 0

R
0 00 1
= / el=#)zqq 4 /e*“”k)“"dx =1 ike(lfik)zmoo

0

1 . 1 1
& —(14ik)z |0 _ —0—-0 -
T4 ik 0" =17 vk
14k +1—ik 2

(1 +ik) (1 —ik) 1+ k2

F =2t (45)

7.3 Zuriickfiithren unbekannter FT auf bekannte Transfor-
mationen

und somit gilt:

Das Berechnen einer Fouriertransformation involviert partielles Integrieren und
kann schnell sehr anspruchsvoll werden. Deshalb sind Tricks sehr willkommen.
Ein besonders wichtiger Trick ist das clevere Verwenden von Theorem 7.1.2
(wichtige Eigenschaften der FT). Diese Eigenschaften ermdglichen es ndmlich
manchmal das Berechnen einer FT auf eine altbekannte FT zuriickzufiihren.
Wir wollen diese Methodik anhand von Beispielen untersuchen.

7.3.1 Beispiel: Berechnen der FT von e’

Hier gilt natiirlich A > 0. Wir konnen nun diese Funktion etwas umformen:
f(x)= pe o = ge—3(VPRe)" —iie_%(‘/ﬁ”)2
2\ dz '
Bezeichnen wir unsere wohlbekannte Gaufifunktion mit:

1 1,2

E.’L‘

glx) = et

so gilt nun:
Fa) = L Qv V2 d 1 (e
2\ dz 2)\ dz \2r
Vvor d
T ox da? Wﬁx)
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Nun kénnen wir die Eigenschaften der Fouriertransformation (Theorem 7.1.2)
beniitzen um die gefragte Transformation zu berechnen:

FH) = FU@®) =f{—\f:”dd (mx)} (k)

7 e (V) 0

- - o (V%)

@)
- Wl ( )
\/ﬂzk

2N V2 271'

ik
= ———e"

22V2X1

Somit konnten wir die F'T der gesuchten Funktion berechnen ohne eine einzige
Integration durchzufiihren. Das Resultat ist also:

INEN

>«‘ ﬁ

. —
[}

f{xe—w} (k) = —T%e—%.

7.3.2 Beispiel: Rekonstruktion der Ursprunsfunktion aus f(k)
Sei

= 2 {acos(k:a) sin(ka)}'

Vor ko k2

Wir wollen daraus f (x) ermitteln. Bei genauerem Hinsehen erkennen wir, dass

Fe) = 2 facos(ka) sin(ka)| _ d 2 sin(ka)
o V2T k k2 o dk V2 k '
Wir defininieren nun 2 sin (ka)
sin (ka
g(k) = — .
g (k)= —7=—
Man bemerke, dass g (k) genau der Fouriertransformation einer uns bereits

bekannten Funktion entspricht. In Beispiel 7.2.1 haben wir nidmlich gezeigt,
dass:

2 sin (ka)

Fllaa @) = =T =50
= g(x)=I_sq (2)
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Mit dieser Definition gilt also:
f(k)—*d A(/f)—*d Fig ()} (k)
TRV T g W

Diese Beobachtung hilft uns jetzt beim Berechnen von f(z) immens weiter.
Aufserdem wissen wir von Theorem 7.1.2, dass die Fouriertransformation fol-
gende Eigenschaft hat:
Flaf@y (k) = i) =it F{f @) k)
xf (z = i =i x

= Yr @) ) = —iF {af ()} (R).

In unserem Fall bedeutet das:

o = FH{iwle - {faw} e - {Sruenbe

= FH{~iF{zg(2)} (k)} (x) = —iF " {F {zg (2)} (k)} () = —izg (2)
77;50]1[_(17@] (I) .

Somit haben wir die Antwort auf unsere Frage gefunden. Eine direkte Berech-
nung der Fouriertransformation von —izlj_, ) (x) fiihrt iibrigens auf dasselbe
Ergebnis.

7.3.3 Beispiel: Berechnen von f (0) aus f (k)

Es sei die Fouriertransformation einer Funktion gegeben:

k) = \/22? {aco;(ka) - sink(fa) }

Unsere Aufgabe besteht darin, f (0) zu berechnen. Zuniichst bemerken wir,
dass offenbar Folgendes gilt:

) = 1 2 {acos(ka)_sin(ka)}_ld2sin(ka)
= ko k K2 [T kdkvar  k
1d.,
= E@g(k)’

wobei § (k) erneut die Fouriertransformation von g (v) = I[|_q 4] (z) bezeichnet.
Daher konnen wir die Resultate aus dem letzten Beispiel verwenden. Es gilt
sicherlich:

’

ro=gro=r{r{Lrw}o.

Nun wissen wir aber, dass die Fouriertransformation folgende Eigenschaft hat
(Theorem 7.1.2):

f{dif@} (K) = ikF {f (1)} (K) .
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Diese Eigenschaft kénnen wir nun folgendermafsen ausniitzen:

Fo = FHF{ @0} 0 =7 F (@) ) 0) = 5 {19} 0

F {ikiddkg (k:)} (0) =iF ! {d‘;f{g (:v)}} (0).

Mit dem Resultat aus dem vorigen Beispiel:

F {jk]-"{g (x)} (k)} (z) = FH {=iF {wg (2)} ()} (),

folgt daraus unmittelbar:

iFH{=iF {xg (2)} (k)} (0) = F~H {F {g (2)} (k)} (0)

= g9 (x) |z:0 = x]l[—a,a] (SL') |x:0 = 0.

o SF @ m} o)

Somit haben wir gezeigt, dass
7 (0 =o.

7.4 Fouriertransformationen und Differentialgleichungen

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Fouriertransformation ist die Tatsache,
dass sie Ableitungsoperatoren (%) in Multiplikationsoperatoren (ik) verwan-

delt und umgekehrt (Theorem 7.1.2). Diese Eigenschaft ermdglicht folgende
Strategie fiir das Losen von gewohnlichen DGL’s:

e Die Fouriertransformation verwandelt jede gewohnliche DGL in eine alge-
braische DGL.

e Die resultierende algebraische DGL kann gelost werden.

e die Riicktransformation der algebraischen Losung liefert die Losung der
DGL.

Die Fouriertransformation ist auch bei partiellen DGL’s sehr niitzlich, da wir
dank ihr alle Ableitungen nach der z-Koordinate killen kénnen.
Wie diese Strategien konkret aussehen, wollen wir nun an Beispielen behandeln.

7.4.1 Beispiel: Losen der DGL fg;u(:r) + u(x) = e~ |*| mithilfe der
FT

Die Idee ist nun, wie bereits erwahnt, die Eigenschaften der FT auszuniitzen um
die DGL in eine algebraische Gleichung zu verwandeln. Um das zu erreichen
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fouriertransformieren wir die gesamte Gleichung (das Gleichheitszeichen bleibt
wegen der Injektivitit der FT bestehen):

F{—(i;u(x)} (k) + F{u(2)} (k) = f{e_'“"‘} (k). (46)

Und nun beniitzen wir die wichtige Eigenschaft:

F{ el @} ) =7 (7 @0,

aus Theorem 7.1.2 um die Ableitung auf der linken Seite loszuwerden:
d? d [d , d
]:{—de’LL(:E)} (k) = ]:{_dx leu (:r)} } (k) = _Zk}—{dxu (x)} (k)
= —(ik)? F {u(x)} (k) = k*u (k).

Dariiber hinaus kennen wir auch die linke Seite von Gleichung (45) aus Beispiel
7.2.3 (oder aus einer entsprechenden Tabelle):

Fletl b = \/EHIJ@

Deshalb hat unsere fouriertransformierte DGL (46) folgende Form:

Kak)+ak) = \Ewlkz
(1K) ak) = \/z1+1k2

i) =21
= u(k)\/;(lJrkz)Q.

Die FT hat die DGL tatséchlich in eine algebraische Gleichung verwandelt, die
wir schnell und einfach 16sen konnten. Allerdings miissen wir diese Losung
nun noch zuriicktransformieren. Fiir diese Rechnung lohnt es sich folgende
Kurznotation einzufiihren:

f(x):=e " und somit f (k)= \/Zl—:lc?

Denn mit dieser Notation gilt offenbar:

2
. 2 1 ™ 2 1 A p
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Zum Berechnen von u (x) = F 1 {@(k)} () kdnnen wir nun das Faltungstheo-
rem (42) verwenden:

ww = #{Fiwim - \5F fwin}e

T 1 . 1
= \/;m(faef)(x)—QR/f(y)f(x—y)dy
_ %/e—|y|e—|w—y\dy: %/e—\yl—lw—y‘dy.

R R

Nun miissen wir “nur mehr” dieses Integral berechnen. Offenbar gilt fiir > 0:

ulr) = /e,|y|,‘x,y|dy
R

0 x 00

= /ey+(yfx)dy_|_/e*y+(y*r)dy+/e*y*(y*w)dy

—0o0 0 T

x o0

0
= e 7 / e2ydy+e_$/1dy+ew/e_2ydy
— 0o

0 T

1 1
= e_x§e2y|(loo +e "ylg — ezge_zy@o

= %e_z (1-0)+ (ze=® —0) — %em (0—e2")
_ 1714_ 7m+17x_(1+ )7%
= 3¢ Te 5¢ "= r)e "

Ahnliche Rechnungen fiir z < 0 und fiir = 0 liefern folgende Ergebnisse:

1

x>0: u(x):§(1+x)e*$
1

x=0 u(x)—§

x <0 u(m):%(l—x)ex,

woraus wir folgende Gesamtlosung extrahieren kénnen:

w(z) == (1+ |z e,

N |
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7.4.2 Beispiel: Lose Au(z,y) =0 mit Randbedingung u (z,0) = f (z)
Wir betrachten folgende 2-dimensionale partielle Differentialgleichung fiir « :
R? — C mit y > 0:
02 0?
Au(zy) = Faul@y)+gau@y) =0 (47)
u(z,0) = f(x), (48)

wobei f (x) : R — C eine beliebige fouriertransformierbare Funktion darstellt.
Auch fiir diese partielle DGL ist die Fouriertransformation sehr niitzlich. Fouri-
ertransformieren erlaubt es uns namlich, die z-Ableitung loszuwerden und die
PDE so in eine gewohnliche DGL zu verwandeln:

Fouwn k) = F{ e { e e
— (0 fu )} () + 55T 0)} ()
= Ky + i (k) =0

X 0% .

Hier haben wir in der letzten Zeile Betragsstriche eingefiihrt um uns das Leben
etwas einfacher zu machen. Wie sich ndmlich herausstellen wird, bekdmen wir
lastige Definitinsprobleme, wenn wir diesen Schritt auslassen wiirden. Unser
Trick ist auf jeden Fall erlaubt, da Betragsstriche nichts an der obigen FT (k% =

|I€\2 gilt fiir alle reellen Zahlen) &dndern. Das liefert uns folgende gewdhnliche
Differentialgleichung in y:

die wir sofort 16sen konnen:
i (k,y) = Ae”IFlv + Belkly,

Wie man leicht sehen kann, explodiert der zweite Teil dieser Lésung sobald
|k| grof wird (wir haben ja y > 0). Das ist aber sehr schlecht, da es eine
Riicktransformation unmoglich macht (Bei der Riicktransformation wird {iber
k von —oo bis oo integriert). Deshalb muss B = 0 gelten und somit:

i (k,y) = Ae”Ikly,

Die Konstante A lisst sich aus Randbedingung (48) bestimmen. Fouriertrans-
formieren wir sie, erhalten wir:

4 (k,0) = f (k).
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Diese Gleichung impliziert sofort:
a(k,0) = Ae MV_g=A=Ff(k),
und wir haben die fouriertransformierte Losung gefunden:
@ (k) = f (k) ek,

Um die eigentliche Losung der DGL zu erhalten, miissen wir diese Funktion
noch riicktransformieren. Hierfiir niitzen wir eine Gleichung, die ich aus Ubung
9, Aufgabe 2)a) entnommen habe. Fiir

@ m [T
T) =4\ ————

e Fv — F{g(x,9)} (k,y) = 9 (k,y) .

Somit gilt fiir unsere Losung:

gilt ndmlich:

w(e,y) = F k)t o,y) = FH{F0) gk w) b (2,).
Und das schreit nach unserem alten Freund, dem Faltungstheorem (42):

~ 1 . -
wey) = FHIWIE ]y = 0= %9) (@)

N Wﬂz gy)dg_f/ \/>ar:—;)/2+zﬁdg
f€

R/ -¢)° +y2d§'

Und das ist die Losung von (47) fiir beliebige Funktionen f (z).

3| -

7.4.3 Beispiel: Losen der Wellengleichung mithilfe der FT

Wir betrachten wieder einmal die homogene Wellengleichung;:

82 9 82
Ou (z,t) = ﬁu(x,t)fc @u(x,t):() Ve e R, Vt >0
u(z,0) = f(x) vt >0
0
P (z,0) = g(x) vt > 0.

Mithilfe der Fouriertransformation kénnen wir die z-Ableitung loswerden und
die PDE in eine gewdhnliche DGL verwandeln. Die t-abhingigen Ausdriicke
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bleiben davon vollig unbeindruckt:

aZAkt 21kl2a(k,t) =0
@U( ) )+C | | U( ) ) -
a(k,0) = f(k)
o . .
aﬂ(ka()) = g(k).

Ich habe hier die Betragsstriche eingefiihrt weil k2 = |k|* gilt und uns das
eventuelle Definitionsprobleme erspart (die Losung unserer DGL ist fiir £ < 0
namlich nicht definiert!) Die erste Zeile entspricht einer bekannten gewthnlichen
DGL in ¢, dessen Losung uns wohlvertraut ist:

4 (k,t) = A(k)cos(c|k|t) + B (k)sin(c|k|t).

Da die DGL uns nichts {iber die k-Abhéngigkeiten sagt, miissen wir davon ausge-
hen, dass die “Konstanten” von k abhéngen (daher A (k) und B (k)). Anpassen
an die erste Randbedingung liefert:

i (k,0) = A(k) = f (k),
wohingegen Anpassen an die zweite Randbedingung folgendes liefert:
0 0
&ﬁ (k,0) = e {A (k) cos(c|k|t) + B (k)sin(c|k|t)} =0
L
clk| B (k) =g (k).

Somit haben wir die Konstanten bestimmt:

Aty = f(&)
B(k) = ﬁg(ia),

sie hingen tatsichlich von k ab. Die fouriertransformierte Losung unsere Prob-
lems lautet somit:
. 1
a(k,t) = f(k)cos(cl|klt) + Wg (k)sin (c|k|t).
c

Diese Losung miissten wir allerdings noch zuriicktransformieren. Allerdings
ist das etwas miihsam und wir begniigen uns hier mit einem Verweis auf die
Vorlesungsnotizen: Lecture 10, page 86.

8 Die Laplacegleichung
In diesem Kapitel betrachten wir eine besonders wichtige partielle Differential-
gleichung - die Laplacegleichung. Sie hat stets folgende Form:

Au = f, (49)

wobei die Dimension beliebig sein kann. Wir haben bereits Moglichkeiten ken-
nen gelernt, diese DGL zu 16sen. Dennoch widmen wir dieser Gleichung ein
eigenes Kapitel, da sie meist in Polar- oder Kugelkoordinaten formuliert ist.
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8.1 Polarkoordinaten
8.1.1 Definition

Polarkoordinaten sind ein alternatives Koordinatensystem fiir R?. Im Gegensatz
zu den kartesischen Koordinaten (z,y) € R? sind die Polarkoordinaten (r, ¢) €
R? sehr gut an etwaige Rotationssymmetrien angepasst. Ihre Beziehung zu den
kartesischen Koordinaten sind durch folgende Formeln gegeben:

P ViR = I (50)

¢ = arctan <%) , (51)

respektive:
x = rcos(9) (52)
y = rsin(9). (53)

Will man eine Funktion f (x,y), welche in kartesischen Koordinaten gegeben
ist, in Polarkoordinaten ausdriicken, so ersetzt man z und y in der Funktion
durch die entsprechenden Polarkoorinatenausdriicke:

[, y) — [f(rcos(¢),rsin(e)). (54)

Zum Beispiel gilt fiir f (z,y) = 22 + 32 :

f(r,¢)=f(rcos(¢),rsin(¢)) = r? cos? (o) + r? sin? (¢) = r2.

Diese Funktion sieht also in Polarkoordinaten ‘“netter” aus als in Kartesischen.

8.1.2 Integrationsmaf in Polarkoordinaten

In kartesischen Koordinaten ist das Integrationsmaf des R? standardmifig
durch
dzdy

gegeben. Es ist offensichtlich sowohl translationsinvariant in x als auch in y:

T1+Ce Y1 T1 Y1 T1 Y1
/dxdy = //d(x—!—cx)dy://dxdy und
Totca Yo o Yo o Yo
1 Y1tcy 1 Y1 1 Y1
dzdy = //dxd (y+c¢y) = //dmdy.
Zo Yo+Cy To Yo Zo Yo

Im Gegensatz dazu ist das Integrationsmafl in Polarkoordinaten durch

rdrde
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gegeben (r ist hier die Jacobideterminante der Transformationsmatrix). Dieses
Integrationsmaf hingt explizit von r ab und ist daher nur mehr translationsin-
variant in ¢, nicht mehr in r:

ry $1+ce r1 ¢1 r1 1
rdrd¢ = //rdrd (p+cy) = //Tdrdgﬁ aber
To ¢otce To ¢o To ¢o
ritcr 1 r1 $1 r1 $1
/rdrdqzﬁ = // r+c¢)d(r+ec¢)do = //rdrdd)—&—c,«//drd(b

ro+er o ro éo ro éo ro o

r1 ¢1

* //rdrd(b.
To ¢o

Will man eine Funktion f: R? — R integrieren, so kann man dies sowohl in
kartesischen- als auch in Polarkoordinaten tun:

[ 1 Gyasay = [[ 56.0)rara0,

wobei der Zusammenhang zwischen f (x,y) und f (r, ¢) durch (54) gegeben ist.
Selbstversténdlich miissen auch die Integrationsgrenzen aufeinander abgestimmt
werden.

8.1.3 Laplaceoperator in Polarkoordinaten

Die Laplacegleichung (49) - nomen est omen - hingt essentiell vom Laplaceop-
erator A\ ab. A diirfte euch aus der Quantenmechanik gut bekannt sein und ist
in kartesischen R2-Koordinaten folgendermafen definiert:

0? 02

Npy ===+ =—. 95

Y 8.732 + 6y2 ( )
In Polarkoordinaten hingegen hat er folgende Form:
0? 10 1 92

DNy g = (56)

a2 " ror 2 og
Dieser (offensichtlicht andere) Ausdruck kann aus (55) mithilfe der Kettenregel
hergeleitet werden. Es gilt ndmlich mit r = /22 + y2:

2 B ﬁg L9 dp 0 O\/x2+y? 0 aarctan (%) g
oxr  Oxdr  drdp ox 87“ or oles
0 Y 0 x 0 y 0

Ji2+y20r 22 +y20¢ ror 1299
0 ord 0¢p 0  0O\x?+y? o  Oarctan (%) o

y oyor "oyos . oy or oy 00
0 x 0o yo x 0

Yy
\/x2+y25r+x2+y26¢_ T8r+r26q’>'
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Somit erhalten wir:

32
o2

00 _90) = 9 y O
Ordr  Ox Va2 +y20r 2?2+ y? 06
1 0 x? 2xy 0

0
/x2+y25_\/m35+($2+y2)28¢
x99 y 90
1/x2+y2%a_$2+y2%67¢

1o 2o o

rOr 130r rt O¢

zfzd y o190
r|lror r20¢] Or

y [z 0 y 01 0
ﬂ{rafﬂaaﬁ}aqﬁ

10 220 20y o0 220° a2yod 0O
ror Bor i 0g 2ot 1 orog
zy 0 0 y? 02

B orog T riog

und auf dhnliche Art und Weise:

82
dy?

00 _0f 4 o, 2 o
dydy Oy | \Ja2+y20r  a2+y2 00

_l 6 v 0 2wy 9
/22 + 42 Or \/m3 Or (22 +y2)2 09
_ Yy 0698 _=z 0890
Va2 +y2 0y or  x? +y? 0y 0o

10 >0 2y 0

ror r30r rt O¢

yfyo 209109 xfyd x 09
T{T8T+r28¢}8r+r2{r8r+r28¢ o}
L0 P00 2O w0
ror r30r rt d¢  r2or2 13 Ordg¢
xy 0 0 x2 02

+r3 or 0¢ + 4 9p?
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Mit dieser Rechnung erhalten wir fiir den Laplaceoperator:

02 0?
PR
10 2?0 2zy 0 z2 92 zy 0  Oduxyd 0 y? 92

A:

ror 7 or 106 r2or? 1 0r 0910 0rog | riog
10 420 22yd 0% =xyo o xyd 0 2% 0
ror r3or 1 0p 1202 13ar 061 0rdp | 1l 0gE
20 22+9y20  2?P+y? 0% 2% +y? 52

r or o or 2 or? i 9¢?

20 r20 r?20° r2 02 02 10 1 02
ror m0r 202 rag a2 ror 12 0gE

8.1.4 Randbedingungen in Polarkoordinaten

Polarkoordinaten werden mit Vorteil immer dann verwendet, wenn die Symme-
trie eines Problems rotationssymmetrisch ist. Dies ist in sehr vielen physikalis-
chen Problemen der Fall, da sehr oft entweder die Randbedingungen, oder
die auftretenden Krifte (e.g.: Gravitationskraft, Coulombkraft) rotationssym-
metrisch sind. Fiir rotationssymmetrische Randbedingnungen wird oft folgende
Notation verwendet:

o BT ((xoayo)) = {(I,y) S Rzl (]} — .170)2 + (y — y0)2 < 7"2} .
B, ((x0,y0)) bezeichnet die abgeschlossene Kreisscheibe mit Mittelpunkt
in (w0, y0) und Radius r

© 0B, ((z0,30)) = {(2,9) € R¥ (& = 20)” + (y — 90)* =72}
OB, ((wo,yo0)) steht fiir den Rand der Kreisscheibe B, ((zo,yo))-

Ein typisches Beispiel fiir diese Notation ist 9B (0). Diese Menge beschreibt
den Kreis mit Radius 1 um den Ursprung - also den Einheitskreis. In Po-
larkoordinaten lisst sich diese Menge besonders einfach parametrisieren. Es gilt
namlich fiir eine auf diese Menge eingeschrinkte Funktion u (r, ¢)

U(Tv ¢) ‘831(0) = U(l,d)) d) € [07277] .

8.1.5 Beispiel: Lésen der homogenen Laplacegleichung (Poissongle-
ichung) in Polarkoordinaten

Die homogene Laplacegleichung:
Au =0, (57)

ist in der Physik so wichtig, dass sie einen eigenen Namen hat: die Poissongleichung.
In diesem Abschnitt wollen wir anhand eines typischen Beispiels zeigen, wie man
eine solche Gleichung mit Randbedingungen lost. Dabei werden wir wieder
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einmal einen Separationsansatz machen. Doch nun zum Beispiel. Betrachte
folgende Gleichung fiir eine Funktion u (r, ¢) in Polarkoordinaten:

Au(r,¢) = 0
u(l,¢) = 14cos(3¢) V¢ €][0,2n].

Aus Formel (56) wissen wir, dass der Laplaceoperator in Polarkoordinaten fol-
gende Form annimmt:

0? 190 1 6

A=—+4+-——+5—.
or? +7"87“+7“2 0>

Setzen wir diesen Ausdruck in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir

folgende Gleichung:

H? 10 1 02

wu(ﬁfﬁwr;5U(ﬁ¢)+7§8752u(7”7¢):0~ (58)

Bevor wir mit der eigentlichen Losung der Gleichung beginnen, plidieren wir
dafiir, die Konstante 1 in der Randbedingung loszuwerden (sie wiirde sonst an
anderer Stelle storen). Daher spalten wir die Losung « in einen homogenen und
einen partikuldren Teil auf:

u(r, @) = un (r,¢) +up (r,9).

Offenbar ist jede konstante Funktion:

up (r7 ¢) = d7

eine partikuldre Losung von (58) (Awu, = 0). Entscheiden wir uns fiir so eine
partikuldre Losung, muss die Randbedingung fiir das homogene Problem mod-
ifiziert werden. Und genau das wollen wir bezwecken. Schlieflich gilt ja:

u(l,¢) = up(l,¢)+uy(l,0) =un(l,¢)+d
= up(l,¢0) =u(l,9) —d =1+ cos(3¢) —d.

Setzen wir nun d = 1, also
up (Ta (b) = 1? (59)

dann ergibt sich fiir die homogene Losung folgendes Problem
Aup (r,9) = 0 (60)

up (1,0) = cos(3¢) Vo € [0,27]. (61)

Gleichung (60) kénnen wir mithilfe eines Separationsansatzes aufspalten. Wir
machen daher folgenden Ansatz:

up (r,0) = R(r) @ (¢) . (62)
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Dann folgt fiir die Gleichung

" ’

R (1) ®(6)+ R (@) + R (5) =0,

Diesen Ausdruck kénnen wir nun ein wenig umsortieren (multipliziere mit 72,
dividiere durch R (r) und ® (¢) und bringe ® (¢) auf die andere Seite), sodass
folgender Ausdruck entsteht:

1
R(r)

2" (¢)
o (9)

Von der Theorie des Seperationsansatzes wissen wir, dass diese Gleichheit nur
dann fiir beliebige » und ¢ gelten kann, wenn beide Seiten einer Konstante
—w? gleichen. Mit diesem Argument und der Randbedingung (61) erhalten wir
folgendes Gleichungssystem:

{TZR” (r) + rR (r)} = -

—wP(¢) = P (9) (63)
wR(r) = R (r)+rR (r) (64)
R(1)®(¢) = cos(3¢) Vo e|0,27]. (65)

Konzentrieren wir uns zunéchst auf Gleichung (63). Sie ist uns wohlbekannt
und wir wissen, dass sie 3 verschiedene Losungen haben kann (abhingig von der
Natur von —w?):

w? > 0: ®(¢) = acos(wep) + bsin (we)

w = 0: ®(p)=ap+b

w? < 0: ®(¢) = acosh (we) + bsinh (we).
Tatsdchlich kommt nur die erste Moglichkeit in Frage. Um dies zu sehen, be-
merken wir, dass jede stetige Funktion f (r,¢) 27-periodisch beziiglich ¢ sein
muss. Fangt man némlich in (rg, ¢g) an und lauft einmal im Kreis herum (halte
den Radius konstant und &ndere ¢), so erreicht man nach einer Drehung von 27
wieder den Anfangspunkt (rg, ¢g). Dies bedeutet:

[ (ro, o +2m) = f (ro, do) s (66)

muss fiir jede stetige Funktion f erfiillt sein. Insbesondere muss also unsere
Losung uy, (1, ¢) periodisch sein. Das bedeutet also:

up (r,¢ +2m) = up (r,¢) = @ (¢ +2m) = ¢ (¢).
Und diese Randbedingung erlaubt eben nur die erste der obigen Losungen:
D, (¢) = acos (we) + bsin (wo) . (67)

Diese Funktion kann dariiber hinaus nur 27-periodisch sein, wenn w eine ganze
Zahl ist. Somit folgt aus (66) zusétzlich:

w=n n=123,...
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n legt also die Lousung Losung des Winkelteils (67) fest und diese schrinkt
die Separationskonstante —w? auf —n? ein. Wir bezeichnen diese Losung mit
®,, (¢) um ihre Abhéngigkeit von n explizit zu vermerken:

D (¢) = ay, cos (ng) + by, sin (ng) . (68)

Die Einschrankung w = n hat auch einen Einfluss auf die Radialgleichung (64),
weshalb wir ihre Losung von nun an mit R, (r) bezeichnen. Sie erhélt folgende

Form: ; /
n’R, (r) = T2Rn (r)+rR,(r) n=1,2,3,... (69)

Diese gewthnliche DGL kénnen wir durch einen Euleransatz (r = ar?) 16sen:

R,(r) = ar?
R,0) = parr!
R,(r) = pp-1)ar™

Setzen wir diesen Ansatz in (69) ein, so erhalten wir:

0 = rQR;; (r)+ 7“R;I (r) —n*R, (r)
= p(p—1)ar’? +rpar?* —n
= a{p(p—1) +p-n’}rP.

2aqrP

Diese DGL muss Vr erfiillt sein und fiir jede nichttriviale Losung muss daher
gelten:

p(p—1)+p—n?=p?—n? 0.
Die Losung dieser algebraischen Gleichung ist offensichtlich durch p = £n

gegeben. Somit war der Euleransatz erfolgreich und wir haben die Lésung von
(69) gefunden:

Ry (1) = % + dpr™. (70)

Der erste Term (-%) explodiert fiir » — 0. Dies wire jedoch ein unverniinftiges

(unphysikalisches) Verhalten und daher muss ¢ = 0 gelten. Somit vereinfacht
sich (70) und zusammen mit (68) erhalten wir folgende Losungen:

R, (r) = dur
ay, cos (ng) + by, sin (ng) .

B
3
S

Il

Geméfs des Separationsansatzes (62) entspricht die zugehdrige Gesamtdsung
Uy, (r,¢) dem Produkt dieser beiden Losungen:

Un (1, @) = andnr™ cos (ng) + bndy sin (ng) =: Anr'" cos (n¢) + Bnr' sin (n¢)

wobei wir die auftetenden Konstanten zusammengefiihrt haben (A, := a,d,
und B, := bpd,). Fir n = 1,2,... ist jedes uy, (r, ¢) eine mogliche Losung der
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Differentialgleichung. Gemifs dem Superpositionsprinzip entspricht die allge-
meine homogene Losung uy, (1, ¢) von (60) einer beliebigen Linearkombination
aller moglichen Losungen:

up = Z Apr™ cos (ng) + Byr" sin (ng) . (71)
n=1

Gliicklicherweise brauchen wir bei weitem nicht alle diese Terme zu beriick-
sichtigen, da die homogene Randbedingung (61) diese Summe betrichtlich ein-
schrankt. Wir erinnern uns, dass diese (modifizierte) Randbedingungen durch
folgenden Ausdruck gegeben ist:

un (1, ¢) = R(1) @ (¢) = cos (3¢) .
Fiir unsere homogene Losung gilt:
up (1,0) = Z Ay, cos (ng) + By, sin (ng) .
n=1

Somit stellen wir mit einem Koeffizientenvergleich sofort fest, dass A3 = 1 und
A,, = B, = 0 sonst gelten muss. Die Losung unseres homogenen Problems (60)
ist also durch folgende Funktion gegeben:

up (r,¢) = r3 cos (39) .

Das Endresultat erhalten wir tiber:

u(ﬁ ¢) = Up (T’, ¢) +up (Ta ¢) ’

wobei wir an die partikuldre Losung erinnern:

up (r,¢9) = 1.
Somit gilt:
u(r,¢) = un (r,¢) +uy (r,6) = r’ cos (3¢) + 1 (72)

Mithilfe des Additionstheorems cos (3z) = 4 cos® (z)—3 cos (x) kénnen wir dieses
Resultat noch in kartesische Koordinaten umeschreiben:

473 cos® (¢) — 3r® cos (¢) + 1 = 4 {rcos (¢)}* — 3r* {rcos (¢)} + 1
423 —3(x2+y2)x:x3—3xy2+1.

73 cos (3¢) + 1

Also erhilt unsere Losung (72) in kartesischen Koordinaten folgende Form:
u(z,y) =2 - 3zy® + 1

Es ist sofort ersichtlich, dass Awu(z,y) = 0 gilt, aber die Tatsache, dass die
Randbedingung (u (z,y) = 1 + cos {3arctan (£)} auf 0B, (0)) erfiillt ist, ist
kaum mehr ersichtlich.
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8.1.6 Beispiel: Losen der inhomogenen Laplacegleichung in Polarko-
ordinaten

Wir betrachten folgende Gleichung fiir eine Funktion w (r,¢) in Polarkoordi-
naten:

Au(r,¢) = r

u(l,p) = 0.
Im Gegensatz zum vorigen Beispiel ist das eine inhomogene Differentialgle-
ichung. Wir konnen sie jedoch auf eine homogene Gleichung (Awu = 0) zuriick-

fiihren indem wir eine partikuldre Losung des Problems finden. Dabei niitzen
wir wieder einmal aus, dass gilt:

u (Ta ¢) = Uhp (’I", ¢) + Up (7", QS) s
wobei u,, flir eine beliebige Speziallosung des Problems Awu, = r steht. Explizit
lautet diese Gleichung:

0? 10 1 02

Gzt (10) + o uy (r,0) + 12 942

Da die rechte Seite keine explizite ¢-Abhéngigkeit hat, probieren wir folgenden
Ansatz:

(o) =

up (r,0) = ar® +br? +er +d
u;, (r,¢) = 3ar®+2br+c
u; (ry¢) = 6ar+2b

Wir haben diesen Ansatz gewihlt, weil er von der Art des Storterms ist. Einge-
setzt in die DGL ergibt das

1
(6ar + 2b) + - (3ar® + 2br + ¢)

= r |r
r (6ar + 2b) + (3@7"2 +2br +¢) = r?
= (6a+3a)r* + (2b+2b)r+c = 712
Ein Koeffizientenvergleich liefert a = % und b = ¢ = 0. d unterliegt keiner

Bedingung und kann frei gewdhlt werden. Unsere partikulére Losung hat somit
folgende Form:

1
up (r, @) = §T3 +d.
Nun koénnen wir uns auf das homogene Problem konzentrieren. Da jedoch

up (r, @) = u(r,¢p) — up (r,¢) gilt, diirfen wir nicht vergessen, dass sich die
Randbedingung durch unsere partikuldre Losung dndert:

=0 = up(l,0)+u,(1,9)
=up(l,0) = O_UP(L@Z_%_d'
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Die Randbedingung fiir die homogene Lsung lautet also:

1
un (1,6) = —5 —d.
Jetzt konnen wir allerdings ausniitzen, dass wir den Parameter d frei bestimmen
konnen. Setzen wir ndmlich d = —%, so verschwindet die rechte Seite und wir
haben ein denkbar einfaches homogenes Problem:

Aup (ry9) = 0
Up (17 ¢) = 0.

Dieses homogene Gleichungssystem kdnnen nun genauso losen wie im letzten
Beispiel (8.1.4). Dabei stellt sich heraus (Maximumprinzip), dass die einzig
mogliche Losung trivial ist:

up, (r, ) = 0.
Mit dieser Erkenntnis erhalten wir die Gesamtlosung der Differentialgleichung:
1 1
u(r@) = un(r0) +up(re) =0+’ — o
1, 1
- §T — 5

Im Prinzip hétten wir diese Losung allein durch cleveres Hinsehen erraten kon-
nen. Allerdings ist durch blokes Hinsehen alleine noch iiberhaupt nicht klar,
dass diese Losung tatséchlich die allgemeinst mogliche Losung dieses Problems
ist.

8.2 Kugelkoordinaten

8.2.1 Definition

Kugelkoordinaten sind das Analogon von Polarkoordinaten in 3 Dimensionen
(R?):

r € [0,00]
6 € 0,7
¢ € 10,2x .

Thre Beziehungen zu den kartesischen Koordinaten z, y und z sind durch fol-
gende Gleichungen gegeben:

r o= Vz2+y?+22=|7

z z
¢ = arccos| ————— | = arccos (7)
< /.’EQ + y2 + Z2> r
arctan (%) falls z >0
sgn (y) 5 fallsz =0
¢ = arctan % + 7 fallsx < Ound y >0
arctan % —n falls z < Ound y < 0,
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und anders herum (was viel wichtiger ist):
= rsin(6)cos (@)
= rsin (f)sin (¢)
z = rcos(h).

8.2.2 Integrationsmaft in Kugelkoordinaten
In R? ist das Standardintegrationsmaf durch
dxdydz

gegeben und ist translationsinvariant (das kann man vollig analog zum 2D-Fall
zeigen). In Kugelkoordinaten betrigt das Integrationsmafl hingegen:

2 sin (0) drdfde.

Es ist offensichtlich lediglich beziiglich ¢ translationsinvariant. Dementsprechend
gilt fiir beliebige integrable Funktionen f (x,y, 2):

// f(z,y,2)dedydz — // f(r,0,¢)r?sin (9) drdfde,

wobei die Integrationsgrenzen natiirlich entsprechend angepasst werden miissen.
Die Zuordnung f (x,y,z) — f (1,6, ¢) geschieht wie im 2D-Fall {iber:

f(r,0,0) = f (rsin(0)cos(¢),rsin (0)sin (¢),rcos (6)).

8.2.3 Laplaceoperator in Kugelkoordinaten
Der Laplaceoperator ist in R3 folgendermafen definiert:

2?2 20 102 1 cos(6) 0 1 0?

Popg= g2 20 | 2 g L
r0 = o Y ior T e T i (0) 06 + r2 sin? () O¢?

(73)

Dieser Ausdruck ist um einiges komplizierter als der zweidimensionale Laplace-
operator (56). Dementsprechend sind auch die resultierenden DGL’s schnell
kompliziert und iibersteigen daher in den meisten Féllen das Niveau der Vor-
lesung. Wir beschrinken uns daher hier auf den Verweis auf die beriithmteste
Losung einer derartigen Differentialgleichung:

Das Wasserstoffatom in der Quantenmechanik.

8.3 Harmonische Funktionen
8.3.1 Definition

Sei U € R" eine offene Teilmenge. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
f+ R™ — R heifft harmonisch, falls sie folgende Eigenschaft erfiillt:

Af =0, (74)
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. 2 2 . . . .
wobei A = % + -+ 8‘9? den Laplaceoperator in n Dimensionen bezeichnet.
1 n

Bemerkung: Harmonische Funktion in R? haben eine sehr enge Verbindung zu
komplex differenzierbaren (holomorphen) Funktionen in C. Komplex differen-
zierbare Funktionen sind in viel “netter” als reell Differenzierbare und sie haben
viele erstaunliche Eigenschaften. Harmonische Funktionen gehen gewissermafien
aus komplex differenzierbaren Funktionen hervor und erben daher einige dieser
verbliiffenden Eigenschaften. Die Poissonformel und das Maximumsprinzip sind
nur zwei Beispiele fiir solche Eigenschaften.

8.3.2 Das Maximumsprinzip

Eine harmonische Funktion nimmt ihr Maximum und Minimum nie im Inneren
eines zusammenhédngenden Gebiets U an (es sei denn sie ist konstant). Ist die
Funktion auf dem Rand des Gebiets OU verniinftig definiert, nimmt sie ihre
Extremalwerte auf eben diesem Rand an.

Diese Eigenschaft erleichtert das Maximieren oder Minimieren von harmonis-
chen Funktionen extrem. Man kann sich nadmlich auf den Rand des Gebiets
beschrianken.

8.3.3 Die Poissonformel

Es bezeichne B (Z,r) € R? den Kreis mit Radius r um den Mittelpunkt &
und 0B (Z, r) bezeichne dessen Rand. Fiir eine beliebige harmonische Funktion
f:R? — R gilt folgende Gleichheit:

f@ =5 [ s (75)
OB(U,r)

wobei faB(a " dS das Wegintegral lings 0B (¥, r) bezeichnet. Der Radius r kann
beliebig gewahlt werden.

8.3.4 Beispiel
Wir betrachten folgende Differentialgleichung:
Au(z,y) = 0 V(z,y) € B(1,0)
u(z,y) = 1422 VY(z,y) € dB(1,0).

Nun kénnten wir diese Differentialgleichung mit einem Separationsansatz 16sen.
Allerdings kénnen wir mithilfe des Maximumsprinzips und der Poissonformel
Informationen iiber die Losung gewinnen, ohne sie erst ermitteln zu miissen.
Wir beobachten zum Beispiel, dass:

w(z,y) =1+22*>1>0 Y (z,y) € 0B (1,0).

Mit dem Maximumsprinzip kénnen wir daraus sofort folgern, dass unsere Losung
iiberall positiv sein muss:

u(z,y) >0 V(z,y) € B(1,0).
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Dariiber hinaus kénnen wir mithilfe der Poissonformel (75) den Wert der Losung
in (0,0) bestimmen. Wenn wir namlich r = 1 setzen, gilt:

_ 1 _ 1 4
u(0,0) = o / f(x,y)dS—QW / {1+22"}dS
8B(1,0) 0B(1,0)
1
= 5 / {1+ 2r" cos* (0)} dS
&B(1,0)

2
1
= %/{1+2T4COS4 (0)} dfl,—y
0

27 27

_ 1 4 . L 1

= 271_/{1—&—2005 (9)}d9—1—|—27r/2cos (0)de.
0 0

Das verbleibende Integral lisst sich leichter berechnen, wenn wir 2 cos* () vere-
infachen:

2
2cos’ () = {cos® (9)}2 = {; [1+ cos (29)]}
— {i + %cos (260) + icos? (29)}
1 1
= 3 + cos (26) + 1 [1 4 cos (40)]
3 1
= + cos (20) + 7508 (40) .

Damit folgt:

27
1
u(0,0) = 1—|—%/2cos4(9)d9
0

27
1 3 1
= 1+27T/{4+cos(29)+4cos(49)}d9
0

2T 2T

1 1 1
— 1+%127r+;/cos(%))dﬂJr;/Zcos(ZlG)d@
0 0
7
4

9 Die Laplacetransformation
Die Laplacetransformation (LT) stellt einen weiteren Kniff zum Lsen von Dif-

ferentialgleichungen dar. Dieser Kniff eignet sich besonders fiir das Losen gewdhn-
licher DGL’s.
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9.1 Definition und Eigenschaften
9.1.1 Definition (Laplacetransformation)

Fiir eine beliebige integrable Funktion f : [0,00] — R ist die Laplacetransfor-
mation L (f) (s) folgendermafien definiert:

EU@%@%=F@%=/f®N”%m (76)
0

Bemerkung: Die Laplacetransformation entspricht salopp gesprochen einer
reellen Fouriertransformation. Sie ist jedoch fiir weitaus mehr Funktionen definiert
als die FT, dafiir ist die Riicktransformation jedoch erheblich komplizierter.
Nichtsdestotrotz verfiigt sie iiber dhnliche Eigenschaften wie die FT und ist
daher sehr niitzlich zum Berechnen von DGL’s.

9.1.2 Satz (Figenschaften der Laplacetransformation)

Die Laplacetransformation hat folgende Eigenschaften:

1. Die LT ist linear, d.h fiir beliebige (integrable) Funktionen f (z) und g (x)
gilt:

L{af (x) +bg (x)} (s) = al{f (x)} (s) +bL{g (x)} (s)  Va,beR.

2. Die LT bildet Ableitungs- auf Multiplikationsoperatoren ab:

c{r @b = sty @©-70
2
c{iaf @6 = SLUE@HE -0~ 370
3 2
it @} = SLU@)E 10 -5 0= 1510)
usw.

3. Die LT bildet Multiplikations- auf Ableitungsoperatoren ab:

d d
L@y = - Sr
(" S L @ () = ()" P ().

L{xf(2)}(s)
L{z"f(x)} (s)

4. Fiir eine beliebige Funktion f (z) gilt die Translationsformel:

LA™ [ (2)}(s) = L{f (@)} (s —a).
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5. Es gilt das Faltungstheorem:
LA(fx9)(2)}(s) = LA (2)} (s) L{g (2)} (s) = F (s) G (s)

Beweis: Der Beweis dieser LT-Eigenschaften verliduft analog zu dem Beweis
der entsprechenden FT-Eigenschaften und soll hier nicht wiederholt werden.

9.1.3 Definition (inverse Laplacetransformation)

Es existiert eine inverse Laplacetransformation £7!, sodass fiir jede integrable
Funktion f (x) gilt:

fa)=L7HF (s)} (x) = L7HLA{Sf (2)} ()} (2) - (77)
Auferdem ist die inverse LT linear:

L7 {aF (s) +bG (s)} (z) = af (z) + bg (z) Va,b € R. (78)

Bemerkung: Im Gegensatz zur inversen FT ist es schwierig, aber dennoch
moglich, die inverse Laplacetransformation zu berechnen. Wir werden aber
auf das explizite Berechnen von £7! verzichten. Stattdessen versuchen wir die
inverse Laplacetransformation lediglich mithilfe der Eigenschaften (77) und (78),
sowie Tabelle 1, zu ermitteln

9.2 Berechnen von Laplacetransformationen

In diesem Abschnitt wollen wir das Berechnen der LT anhand einiger Beispiele
veranschaulichen.

9.2.1 Beispiel: LT von 1, z und 2>
Geméfs Definition (76) ist die LT von 1 durch folgenden Ausdruck gegeben:

oo

1 1

1 = [ le dt = —Ze ¥5|° = .

£{1}(s) / el =
0

Die LT von z kdnnen wir durch einmalige partielle Integration ermitteln:

[ 1 1T
L{x}(s) = /xe_”dxp: —fe_“\go—f— f/le_tsdx
s s
0 0
1 1
= 0+-L{1 = .
+oL{1}(s) = 5

Die LT von 22 lasst sich auf dhnliche Weise berechnen:

r I 2?2 2 [
L{z*}(s) = /me_”dxp: T e f/xed:c
S S
0 0

0+ 2L {a}(5) = 2.
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Induktiv konnen wir somit relativ problemlos zeigen, dass dariiber hinaus gilt:

n!

LA{z"}(s) = sy

9.2.2 Beispiel: LT von e
Geméf Definition (76) gilt:

L{e}(s) = /e”e_”dx = /e_(s_a)””dx.
0 0

Dieses Integral ist offensichtlich nur fiir s > a definiert. Somit ist auch die LT
lediglich fiir s > a definiert. In diesem Fall gilt:

sS—a sS—a

i 1 1
E{eaoc} (S) — /e—(s—a)xdx - _ e—(s—a)xlgo —
0

Somit erhalten wir:

1

Ss—a

Vs > a.

L{e"}(s) =

9.2.3 Beispiel: LT von cos (ax):
Wir verwenden cos (az) = 3 {€/” + e~%*} und Definition (76):

o0

LA{cos (ax)} (s) = /cos (ax)e™**dz.

0
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Wir bemerken, dass dieses Integral lediglich fiir s > 0 definiert ist. In diesem
Fall gilt:

L{cos(azx)}(s) = /cos (azx) e **dx.
0

1 {eiax + e—iax} e~ %5dx

|
o

17 17
— i/eiamefxsdx_k §/efz'azefsvsd'Ij
0 0
17 1T
_ 5/e—(s—za)a:dx_’_ 5/6—(s+za)wdm
0 0
1 1 ’ 1 1 )
- _ = —(s—ta)zjoo __ — —(s+ia)x |co
25 —ia. 0 25 t+ia 16
_ 1 1 +1 1 _1(S+ia)-‘r(8—ia)
 2s—ia 2s+ia 2 (s+ia)(s—ia)
S
- s24a?
Somit gilt:
S
LA{cos (azx)} (s) = o Vs > 0.

9.2.4 LT von stiickweise differenzierbaren Funktionen

Wir erldutern das Berechnen der LT von stiickweise differenzierbaren Funktio-
nen an folgender Beispielfunktion:

r fir0<ax<1
f(x)_{1 fiir 2 > 1.

Fiir diese Funktion gilt offenbar:

LA{f(x)}(s) = /oof (z)e *dx = /me_wsdx + 7e_lsdx
0 0 1

1
1 _ 1 _ 1 _
——ze " 4+ = [ e " dx — —e 8|50
S S S

0
1 1 1
—s —zs|l —s
= ——e - —e + —e
s 52 lo s
1—e%
s2
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| Originalfunktion f (z) | Laplacetransformation F (s) | Bedingung an s

1 i s>0

x S% s>0

" % s>0

sin (ax) FER 5s>0
cos (ax) e s>0
e o s>a

e sin (br) m 5>a
e cos (bx) ﬁ s>a
z"e” # s>a

Table 1: Zusammenfassung der wichtigesten Laplacetransformationen. Die erste
Spalte enthilt jeweils die Originalfunktionen und die zweite Spalte die Laplace-
transformationen. Die dritte Spalte gibt die aus der LT resultierende Bedingung
an s an.

9.3 Berechnen der inversen LT

Fiir das Berechnen der inversen LT haben wir keine einfache Formel zur Verfii-
gung (eine solche Formel existiert zwar, aber sie ist relativ kompliziert). Deshalb
improvisieren wir und versuchen mithilfe der Eigenschaften (77) und (78) die
inverse LT ohne explizite Formel zu rekonstruieren. Dafiir ist es essentiell einige
Standard-Laplacetransformationen zu kennen. Die wichtigsten sind in Tabelle 1
aufgelistet. Dieses Improvisieren wollen wir anhand einiger Beispiele illustrieren.

9.3.1 Beispiel: inverse LT von F (s) = 15 — 321-?-4

Aus Tabelle 1 lesen wir folgende LT’s ab:

L)) = = o) ()=
L {sin(az)} (s) = ﬁ = L {sin (22)} (s) = ﬁ

Somit kénnen wir unsere Funktion F (s) folgendermafen umschreiben:

1 16
s—2 s244

F(s)= =L {e**} (s) — 8L {sin (2z)} (s).

Da wir an £7' {F (s)} (z) interessiert sind, kommen nun Eigenschaften (77)
(Linearitat) und (78) ins Spiel. Denn mit ihnen gilt:

LTHF ()} (x) = £7{L{e*}(s) —8L{sin(2x)} (s)} (x)
= £7{L{e*} (s)} (x) = 8L {L{sin (22)} (s)} (2)

= e* —8sin(27).
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Und das ist bereits die Ursprungsfunktion. Somit ist es uns gelungen £~ {F (s)} (z)
ohne expliziter Formel zu berechnen.

. . 1. _ s+9
9.3.2 Beispiel: Inverse LT von F'(s) = z*1>—

Diese Funktion gleicht keinem Ausdruck aus unserer Tabelle und wir miissen
ihn daher zunéchst etwas umformen. Zum Beispiel kénnen wir diesen Bruch in
zwei Briiche zerlegen (Partialbruchzerlegung). Zu diesem Zweck nehmen wir den
Nenner etwas genauer unter die Lupe. Offenbar hat die Gleichung s> —2s—3 = 0
folgende Losungen:

Ar=1+V1+3=1+£2.

Deshalb gilt:
s2—25s—-3=(s+1)(s—3),

und wir konnen eine Partialbruchzerlegung ansetzen:

5+9 b A N B  (s=3)A+(s+1)B
$2—-2s—-3 s+1 s—3 (s+1)(s—3)
 As—3A+Bs+B (A+DB)s+B-3A
N s2—-2s—3 B s2—2s—3 '

Gemif eines Koeffizientenvergleiches muss daher folgendes gelten:

A+B
B-3A

1
9.

Diese Gleichung kann unter anderem durch Einsetzen gel6st werden (A = 1—B):

B-3A = B-3(1-B)=4B-3=9
=4B = 12

=B = 3

=A = 1-B=-2.

Somit war unsere Partialbruchzerlegung erfolgreich und wir kénnen folgendes

schreiben:
s+9 -2 3

s2-2s—3 s+1 +s—3'
Und jetzt kénnen wir unsere Tabelle verwenden. Dank ihr wissen wir nédmlich,
dass gilt :

Lleh () = —— = L{eh ) =
L{e}(s) = Sia:c{e3x}<s>=$i3.
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Und erhalten wir mit (78) und 77) :

£ {52 i;—sg— 3} (1) = £ {8121 - s f 3} (z)
= £ {-2c{e"}(s)+3L{e*"} (s)} (2)

—2oL7! {E {e_w} (s)} (z)+3£71 {E {e?’””} (s)} (z)

= —2 % 4363 =33 — 27",

Auch hier ist es uns gelungen, die inverse LT auch hier ohne explizites Anwenden
einer Formel ermitteln.

9.4 Lo6sen von gewohnlichen DGL’s mithilfe der LT

Die LT ist ein besonders niitzliches Werkzeug zum Losen von gewohnlichen
Differentialgleichungen. Der Masterplan hierfiir lautet folgendermafien:

e Laplacetransformieren der DGL: Wegen der Eigenschaften der LT verwan-
delt sich die DGL dadurch in eine algebraische Gleichung.

e Losen der laplacetransformierten algebraischen Gleichung.
e Zuriicktransformieren der algebraischen Losung mittels der inversen LT.

Dieses Vorgehen wollen wir nun an zwei Vorlesungsbeispielen vorfiihren.

9.4.1 Beispiel 1

In diesem Beispiel betrachten wir folgendes Gleichungssystem:

d
Y (x)+2u(x) = = (79)
u(0) = 1. (80)
Wir fiihren folgende Notation fiir die laplacetransformierte Losungsfunktion ein:
U(s) = LA{u(x)}(s),

und wenden die LT auf (79) an. Fiir die linke Seite erhalten wir:

T

i rnmle - fiuwborrueo

= sL{u(z)}(s) —u(0) +2L{u(2)} (s)
= sU(s)—1+2U(s)=(s+2)U (s) — 1.

Die rechte Seite kennen wir aus unserer Tabelle:

iz} ()= .
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und somit erhalten wir folgende algebraische Gleichung fiir U (s):

1
(s+2)U(s)—1= =
Die Losung dieser Gleichung lautet:
1+ 1 1

Uls) = s2(s+2) 252(3—|—2)+s+2’

und wir haben die laplacetransformierte Losung bereits gefunden. Allerdings
miissen wir sie noch zuriicktransformieren. Dies gelingt uns wieder mithilfe
einer Partialbruchzerlegung des ersten Terms:

1 1 A B C  As(s+2)+B(s+2)+Cs?
s2(s+2) §+57 s+2 s2(s+2)
A +2As+ Bs+2B+Cs*> (A4 C)s?+ (B+2A)s+2B
N s2(s+2) N s2(s+2) '

Ein Koeffizientenvergleich liefert nun:

A+C = 0=C=-4
B
2B = 1.
Damit folgt:
1
B = -
2
B 1
A = —_— = ==
2 4
1
= —A=-
C 1
und unsere Partialbruchzerlegung war erfolgreich:
1 1 1 1

s2(s+2) 4s 232+4(s—|—2)'

Mithilfe dieser Partialbruchzerlegung und der Linearitit der inversen LT (78)
erhalten wir nun:

_ _ 1 1
wo) = e = e

= Ll{ls+1+ L1 }(x)




Jetzt kommt wieder unsere Tabelle zum Einsatz. Denn an ihr kénnen wir fol-
gende Identitédten ablesen:

L) = -

L) = &

ax 1 —2x 1
LA{e"}(s) = s_a:>£{e }(s):S+2.

Damit und mit der definierenden Eigenschaft der inversen LT (77) konnen wir
die Losung unserer DGL ermitteln:

u(@) = —iﬁ_l{i}(a:)—l—;E‘l{;}(x)—&-iﬁ_l{@}(x)
= LY@+ 5L L) (9} @)+ 2L L (e (9)) ()

B 1+x+572z
A

Die Losung der DGL lautet somit:

9.4.2 Beispiel 2

In diesem Beispiel behandeln wir folgende gewdhnliche DGL:

d2
2 () —u(x) = €
uw(0) = 1
d

Laplacetransformieren dieser Gleichung liefert mit der Notation U (s) := L {u (z)} (s)
folgenden Ausdruck fiir die linke Seite:

2 2
c{imu@-u@fe = e{ i} -Luwe
= PL@)) ()~ su(0) — Lu(0) ~ £ {u ()} (5
= sU(s)—s+1-U(s)=(s>—1)U(s) —s— 1.
Eine LT der rechten Seite ergibt gemifs unserer Tabelle:

£{e"} (s) = %
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Somit erhalten wir folgende algebraische Gleichung fir U (s):

9 _ 1
(s>=1)U(s)—s—1 = I
1 1+s
= U) D1 -1
1 1

s=1 0 a0 (s_1°

Um die Riicktransformation zu finden, miissen wir eine Partialbruchzerlegung
fiir den zweiten Term ansetzen:

1 v A B C

GiDG_1)p st 511 (-1
A(s—=1)°+B(s—1(s+1)+C(s+1)

(s+1)(s—1)°
A(s*=2s+1)+B(s*=1)+C(s+1)

(s+1)(s—1)2
(A+B)s?>+(C-24)s+ (A-B+0)

(s+1)(s—1)?

Ein Koeffizientenvergleich liefert:

A+B = 0=B=-4
C-24 = 0=>C=2A4
A-B+C = 1.

Dieses Gleichungssystem kann durch Einsetzen gelost werden:

-1 = A-B+C=A-(-A)+ (24)
= A4+ A+4+24A=4A
1
= A = 1
1
=B = _A__Z
=C = 2A—1
= =5

Somit war unsere Partialbruchzerlegung erfolgreich:

1 11 11 1 1

= — — = —+ .
(s+1)(s—1)2 4s+1 4ds—1 2(5—1)

Wir sind aber leider noch nicht ganz fertig, da der letzte Term nicht als LT in
unserer Tabelle auftaucht. Deshalb miissen wir —-— noch etwas umformen.

(s—1)?
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Offenbar gilt:

1 d 1

d T
(371)2 = *&;:*%5{6}(5)

= L{ze"}(s),

wobei wir hierfiir unsere Tabelle und die Eigenschaften der LT (L{zf (z)} (s) =

f%E {f(2)}(s)) verwendet haben. Nun kénnen wir endlich nach unserem
gewohnten Schema zuriicktransformieren:

. ey B 1 N
w@ = LHUE)}@) =L {8_1 (SH)(S_DQ}()

1 11 11 1 1
= ct - - - 5
{s—1+48+1 4s—1+2(3_1)2}(x)

_3 oo {811} () + 77 {SL} (2) + ;E—l{(s_ll)g}(w)

3 LTHE(E (6} @) + gL L (e (90} () + 5 £7HE (et} (9)) ()
= Ze + Ze + ixe .
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