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Abstract

Ziel dieser Rekapitulation ist es, einen mathematisch angehauchten
Riickblick auf den Vorlesungsstoff der Experimentalphysik IT zu werfen.
Besonderes Augenwerk wird dabei auf die Maxwellgleichungen gelegt,
welche die (theoretische) Grundlage von Elektrostatik und Elektrody-
namik bilden.
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1 Elektrostatik

In der Elektrostatik befasst man sich mit statischen (d.h. ruhenden, oder un-
bewegten) Ladungstrigern. Die fundamentale Kernfrage hierbei ist:

Ziel: Gegeben eine beliebige statische Ladungsverteilung p, berechne das resul-
tierende elektrische Feld F.

Mathematisch ist eine gewisse Ladungsverteilung vollstandig durch die Ladungs-
dichte p (z,y, 2) mit [p] = C'/m? characterisiert. Diese kann diskret!, oder kon-
tinuierlich? sein. Das gesuchte elektrische Feld E (z,y, z) lasst sich ebenfalls
mathematisch priizise beschreiben. Dabei handelt es sich um ein Vektorfeld3
im R3, welches in jedem Punkt die auf eine Einheitsladung wirkende Kraft
wiedergibt. Konket gilt also:

E (z,y,2) = 0. tF(:my,z) Y (z,y,2) € R3, (1)

wobei F (z,y, z) die Kraft bezeichnet, welche unsere Ladungskonfiguration auf
ein Testteilchen mit Ladung Qies; im Punkt (z,y, z) € R3 ausiibt. Dieses elek-
trische Feld E charakterisiert den Einfluss einer dazugehorigen Ladungsverteilun-
gen auf beliebig geladene Teilchen vollstéandig und ist somit zurecht die wichtig-
ste Grofe der Elektrostatik.

Nota Bene: Das elektrische Feld einer Ladungsverteilung ist iiber die auf ein
weiteres “Testteilchen” wirkende Kraft definiert. Die Tatsache, dass ein
solches Testteilchen seinerseits eine elektrische Kraft auf die Ladungsverteilung
von Interesse ausiibt (actio = reactio) wird dabei jedoch véllig vernachlés-
sigt. Oft argumentiert man dieses Problem weg, indem man sich auf sehr
kleine Testladungen beruft (Qiest < 1C), deren Einfluss auf die statis-
che Ladungsverteilung folglich sehr gering ist und somit vernachléssigt
werden kann. Ganz sauber und realistisch ist dieses Argument aber offen-
sichtlicherweise nicht.

Es ist seit langem bekannt, dass das resultierende elektrische Feld einer be-
liebigen Ladungsverteilung durch folgende beiden Vektorgleichungen ermittelt
werden kann:

rotE = 0 (2)
dvE = 2. (3)
€0

IEin typisches Beispiel fiir eine diskrete Ladungsverteilung ist eine Konfiguration aus
mehreren rdumlich getrennten Punktladungen.

2Typische Beispiele hierfiir sind eine Kurve (ein Draht) mit homogener Lingenladungs-
dichte A ([A\] = C/m, oder eine Fliche (Kondensatorplatte) mit homogener Flichenladungs-
dichte o ([o] = C/m?).

3Zur Erinnerung: Ein Vektorfeld E : R3 — R3 ist eine Funktion, welche jedem Punkt
p € R3 einen Vektor E (p) = (Ez (p), Ey (), E= (p)) € R3 zuordnet



e Die erste Gleichung ist homogen und besagt, dass jedes elektrische Feld
wirbelfrei sein muss. Sie ist die mathematische Formulierung folgender
empirisch bekannten Tatsache: Elektrische Feldlinien sind nie geschlossen.
Sie beginnen stets bei positiven Ladungstragern und enden stets bei Neg-
ativen, oder im Unendlichen. Mathematisch gesehen ist (2) eine wichtige
Randbedingung, welche die Anzahl der moglichen elektrischen Felder E
stark einschrankt.

e Die zweite Gleichung ist inhomogen und verkniipft das gesuchte Feld E mit
der zugrundeliegenden Ladungsverteilung p. Die Permittivitdt des Vaku-
ums €y = 8,854 x 1072 As/Vm ist eine empirisch bestimmte Naturkon-
stante. Diese Gleichung ist kurz und pragnant und extrem flexibel. Tat-
sichlich kann man sie iiber einen beliebigen kompakten Kérper V C R?
integrieren und erhélt mit dem Satz von Gauss:

€
0 V. .
// D (x,y,2) dA
oV
o

V),

wobei die letzte Zeile den Fluss? des Vektorfelds E durch den Rand 8V des
Korpers V' bezeichnet. Diese Version von Gleichung (3) ist viel praktis-
cher, da der Korper V' beliebig gewahlt werden kann. Insbesondere kann
man ihn daher an die Geometrie und Symmetrie der zugrundeliegenden
Ladungsverteilung anpassen. Dariiber hinaus ist diese “integrale” Form
der Gleichung mathematisch robuster und viel einfacher anzuwenden, als
die zugrundeliegende Gleichung (3).

1.1 Paradebeispiele fiir elektrische Ladungsverteilungen

Wir wollen nun den Umgang mit Gleichungen (2) und (3) anhand dreier wichtiger
Beispiele veranschaulichen

1.1.1 Das elektrische Feld einer Punktladung

Hier behandeln wir den einfachsten Fall einer elektrischen Ladungsverteilung:
eine Punktladung mit Ladung ¢ im Vakuum. Wir wollen zudem davon ausge-
hen, dass diese Ladung positiv ist (ansonsten dreht sich einfach die Richtung
des resultierenden Feldes um). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen
wir annehmen, dass sich diese Punktladung im Ursprung unseres Koordinaten-
systems befindet. Aus der vollen Rotationssymmetrie dieser Ladungsverteilung

4Zur Erinnerung: Der Fluss eines Vektorfeldes E durch eine Fliche A ist definiert als
b5 (A) = [[4, E(z,y,2)dA = [[, E(z,y,2)n(z,y,2)dA, wobei n(z,y,z) den Flichennor-
malenvektor von A im Punkt (z,y, z) beschreibt.



kénnen wir folgern, dass die Stdrke des Elektrischen Feldes ‘E (x,y,z)’ nur

vom jeweiligen Abstand r = /22 + y2 + 22 abhingen kann. Die homogene
Gleichung (2) verlangt zusatzlich, dass das Feld E wirbelfrei sein muss. Dies
ist aber nur moglich, wenn das elektrische Feld radial von der Punktladung
wegzeigt®. Konkret gilt also

E@ ||, (4)

wobei 7 = (z,y,2) € R? einen beliebigen Punkt im Raum beschreibt. Diese
Tatsache macht die Kugelsymmetrie manifest. Zur Erinnerung: Geometrisch
lasst sich die Kugel folgendermafen definieren: Sie ist das einzige Objekt V' C
R3, bei dem fiir jeden Positionsvektor € V' der Flichennormalenvektor i ()
parallel zu 7 ist. Wéhlen wir also als Integrationsvolumen V' eine Kugel mit
Radius r um den Ursprung, so kénnen wir aus der Kugeldefinition und (4)

schlieken, dass E (7) || 7 (7) gilt und somit erhalten wir

4 _ l///p x,y, z) dedydz
€0
= // z,Y,z dA // z,Y,z T, Y,z )dA
= //’E T,y 2
E

(r) dmr?.

dA

Somit erhalten wir fir die Starke des elektrischen Feldes

1 q
4mreg 72

E(r) =

und wegen E (7) || 7 kennen wir auch die Feldrichtung. Kombiniert ergeben
diese beiden Einsichten:

o 1 ¢ z
E(%y»z):mﬁ Yy V(m,y,z)€R3.

Fiir eine explizite Testladung mit Ladung Qyest und Position 7= (z,y, z) € R3
erhalten wir dann folgende resultierende Kraft:
o 1 q@test - 1 thest (_. - )

F = T = —To
47T€() 7"3 47T6() |7’ - ’I’(]‘

5Dies kann z.b. durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt werden: Angenommen das Feld
ist nicht radial. Dann lasst es sich in eine wirbelfreie und eine divergenzfreie Komponente
zerlegen. Letztere ist jedoch per Definition nicht wirbelfrei, was zu einem Widerspruch mit
Gleichung (2) fiihrt.



wobei wir den Ortsvektor der urspriinglichen Punktladung 7 = (0,0,0) einge-
fithrt haben. Diese Kraft ist jedoch nichts anderes als die wohlbekannte Coulom-
bkraft zwischen zwei geladenen Teilchen. Allerdings haben wir dieses Kraftge-
setz noch mit keinem Wort erwihnt. Vielmehr folgt es aus Gleichungen (2) und
(3), welche jedoch viel allgemeiner sind.

1.1.2 Das elektrische Feld eines unendlich langen geraden Drahtes

In diesem Beispiel wollen wir das elektrische Feld eines unendlich langen ho-
mogen geladenen Drahtes bestimmen. Wir kénnen ohne Beschriankung der All-
gemeinheit annehmen, dass dieser entlang der z-Achse unseres Koordinatensys-
tems verlduft. Dieser Draht ist dann vollstdndig durch seine Linienladungsdichte
A (Ladung pro Meter Linge,[A\] = C/m) definiert, welche positiv oder negativ
sein kann. Wir wollen hier annehmen, dass es sich erneut um eine positive
Dichte handelt (fiir negative Dichten dreht dann einfach wieder das Vorzeichen
in unserem Endresultat). Es ist einfach zu sehen, dass die Geometrie unsere
Ladungsverteilung voll zylindersymmetrisch ist. Daraus kénnen wir folgern,
dass die Stirke des resultierenden elektrischen Feldes E (z,y, z) nur vom Nor-
malabstand r; = /22 + y2 des Punktes zur z-Achse abhéngen kann. Umhiillt

man den Draht mit einem Zylinder beliebigen Ausmafes, so muss das E-Feld
in jedem Mantelpunkt gleich stark sein.

Ahnlich wie im vorigen Beispiel, verlangt Gleichung (2) zudem, dass das Feld
in jedem Mantelpunkt 7 parallel zum Flachennormalenvektor 7 () der Man-
telfliche sein muss. Fiir die Ober und Unterflichen des Zylinders miissen jedoch
Feldvektoren und Flichennormalvektoren normal zueinander stehen (E L 7).
Deshalb verschwindet der Beitrag dieser Fliachen zum Gesamtfluss und wir kon-
nen sie getrost vernachlissigen. Wahlen wir also konkret fiir unser Volumen V'
einen Zylinder mit Radius » und Lénge [ erhalten wir:

A l/// p(x,y,z)dedydz

€0

// (z,y,2)dA = // (z,y,2) 7 (v,y,2)dA

= // (z,y,2) 7 (2,y,2 dA+// (x,y,2) 7 (2,9, 2 dA+/ E(x,y,2) 7 (2,y,2) dA

Mantel Boden Deckel
_ // (2,9,2)[d4+0+0
Mantel
= E(r) // dA
Mantel
= E(r)2nr,



wobei wir F (r) := }E_' (r)‘ verwendet haben. Daraus kénnen wir folgern

1

2meg T

E(r)

und wir wissen auferdem, dass die Feldrichtung parallel zu den Flidchennor-
malenvektoren des Zylindermantels stehen miissen. Dies bedeutet jedoch

- 1A v
E(l’,yaz):%m

; (5)

dar = /22 +y2und 7 (z,y,2) = r~ ! (z,y, O)T gelten. Abschliefend wollen wir
erwdhnen, dass dieses Resultat nur fiir sehr lange (n&herungsweise unendlich
lange) Dréhte gilt. Dies ist einfach einzusehen, da unsere Symmetrieargu-
mente an den Endpunkten des Drahtes offensichtlich zusammenbrechen und
somit Randeffekte entstehen, welche das elektrische Feld in der Nahe der Rand-
punkte entscheidend beeinflussen. In der Mitte eines nicht allzukurzen Drahtes
— weitab von den Endpunkten — ist Gleichung (5) jedoch eine gute N&herung
fiir das tatsédchliche Feld.

1.1.3 Das elektrische Feld eine homogen geladenen unendlich grofien
Flache

In diesem letzten Beispiel wollen wir uns einer ebenen unendlich ausgedehnten
geladenen Fléche widmen. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass diese Fliache der xy-Ebene entspricht und durch eine homogene
Ladungsdichte o (Ladung pro Quadratmeter: [0] = C/m?) vollstindig charak-
terisiert wird. Diese Geometrie hat eine vollstdndige Translationssymmetrie
beziiglich der zy-Ebene: Das resultierende E-Feld muss fiir jedes x und jedes y
gleich sein und kann somit nur von z abhingen:

E(x,y,2) = E(2).

Dariiber hinaus verlangt Gleichung (2) zusammen mit Gleichung (3), dass das
resultierende Feld parallel zur z-Achse sein muss. Somit gilt insbesondere

E(—2)=-E(z) Vz>0

und es ist von Vorteil, wenn wir fiir V' ein beliebiges Volumen parallel zur z-Achse
nehmen, welches von unserer geladenen Ebene in der Mitte zweigeteilt wird. Wir
entscheiden uns fiir einen Zylinder mit Radius r, Hohe z und Mittelpunkt im



Koordinatenursprung. Dann gilt wegen Gleichung (3)

2 1
ro 4—1%7p(x45z)dxdydz
€0 €0

V.
= //E(:C,y,Z)dfT://E(x,y,Z)ﬁ(w,y,Z)dA
oV oV

- // E(z,y,2)7 (,y,2) dA + // E(z,y,2)7 (,y,2) dA + // E (z,y,2) i (2,y,2) dA

Boden Mantel Deckel
= 0+ E(2/2) // dA — E(—2/2) // dA
Deckel Boden

= E(z/2)r*n+ E(2/2)r*n.
Dabei rithrt das Minuszeichen vorm Boden-Integral vom dazugehérigen Flachen-

normalenvektor (0,0,—1) her. Wir bemerken, dass die Feldstéirke somit auch
von z unabhéngig ist und erhalten mit F || €,

—

€, fiir z > 0,

e, firz<0.

| ~Iq

E (JZ, Y, Z) = { o

2
Dieses elektrische Feld ist stiickweise konstant und (fast) vollig ortsunabhéngig.
Insbesondere bedeutet dies, dass das Feld {iberall im Raum gleich stark ist und
somit selbst fiir sehr grofe Distanzen nicht verschwindet. Dass dieses Verhal-
ten unphysikalisch ist, muss wohl nicht extra erwdhnt werden. Nichtsdestotrotz
lassen sich elektrische Felder von endlichen geladenen Ebenen fernab der Rén-
der sehr gut durch obige Formel beschreiben. Das gibt diesem unrealistischen
Resultat eine nicht zu unterschitzende Relevanz, z.b. beim Berechnen des elek-
trischen Feldes von Plattenkondensatoren.

1.2 Das elektrische Potential

Wir wollen nun die mathematische Struktur der Gleichungen (2) und (3) etwas
genauer unter die Lupe nehmen. Die erste Gleichung ist homogen und ldsst
sich als zusétzliche Bedingung an unsere Losung sehen. Die zweite Gleichung
ist inhomogen und beriicksichtigt sdmtliche Informationen {iber das tatséchliche
System. Von einem mathematischen Blickwinkel aus, wére es daher sehr vorteil-
haft die erste Gleichung redundant zu machen und beide Gleichungen in einer
einzigen zu absorbieren. Zu diesem Zweck rufen wir uns die Formel

rotVe (z,9,2) =0 V(z,y,2) €R? (6)

in Erinnerung, welche fiir beliebige skalare Funktionen ¢ : R? — R gilt. Somit
erlaubt es uns die Einfiihrung einer skalaren Funktion® ¢ via

E=-V¢ (7)

6Das Minuszeichen in Definition (7) ist eine in der Physik iibliche Konvention.



tatsichlich, die homogene Gleichung (2) redundant” zu machen — elektrische
Felder der Form (7) erfiillen sie trivial wegen (6). Setzt man diesen Ansatz in
Gleichung (3) ein, so erhalten wir:

1 o, -
2, = divE =div (—w)
€0
= _A¢7
wobei A := 88—:2 + 8‘9—:2 + ;—; den Laplaceoperator bezeichnet. Mithilfe un-

seres Ansatzes haben wir somit die beiden Grundgleichungen auf eine einzige
reduziert. Diese Gleichung ist in der klassischen Elektrostatik von so grofier
Bedeutung, dass sie einen eigenen Namen hat: Die Poisson-Gleichung. Fiir
sie ist die allgemeine Losung bekannt und man kann somit von einer beliebi-
gen Ladungsverteilung p eindeutig auf das dazugehorige elektrische Potential ¢
schlieen!

Nota bene: Das elektrische Potential ¢ ist mathematisch gesehen nichts als
ein cleveres Hilfskonstrukt um die Maxwellgleichungen der Elektrostatik
zu vereinen. Physikalisch kommt diesem Potential — oder besser der Poten-
tialdifferenz Uig 1= A¢12 = ¢ (1) — ¢ (o) zwischen zwei Punkten &7 und
Zo — eine sehr reale Bedeutung zu. Tatséchlich ist Upo ist nichts anderes
als die Spannungsdifferenz zwischen den beiden Punkten. Ihre Einheit ist
Volt ([Ur2] = [¢] = V) und ihr kennt sie bereits gut aus der Mittelschule.

2 Magnetostatik

Die fundamentalen Bausteine der Magnetostatik sind elektrische Strome I ([I] =
A = C/s), welche ein resultierendes Magnetfeld erzeugen. Derartige Strome
bestehen prinzipiell aus bewegten Ladungstrigern®, deshalb ist der Begriff Mag-
netostatik auf den ersten Blick irrefiihrend. Statische Ladungsverteilungen sind
gar nicht dazu in der Lage Magnetfelder hervorzurufen (es gibt keine bewegten
Ladungen und somit auch keine elektrischen Strome). Allerdings lassen sich
durchaus statische Strome definieren: Wir nennen einen Strom [ statisch, falls
seine Stromdichte j (7,t) in jedem Punkt 7 € R3 zeitlich konstant ist:

o-

. (Ft) =0 VieR3 vt>o0.

Dabei ist die Stromdichte 7 (z, v, 2) (H;H = A/m?) analog zur Ladungsdichte
p (z,y,z) definiert:
I= // jdA,
A

7A priori ist Ansatz (7) lediglich hinreichend. Tatsichlich ist er aber auch notwendig. Auf
den Beweis dieser wichtigen Tatsache wollen wir hier jedoch nicht nédher eingehen.

8Zur Erinnerung: Der elektrische Strom ist nichts anderes als ein Strom von Elektronen,
welcher durch Kabel gefiihrt wird.
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Figure 1: Schematischer Zusammenhang zwischen Stromdichte ; und Strom I.

allerdings ist sie vektoriell. Sie kodiert ndmlich Stdrke und Richtung des in-
finitesimalen Stromes. Die Fliche A im obigen Integral bezeichnet den Ka-
belquerschnitt, siehe Abbildung 1. Die Magnetostatik verfolgt somit folgendes
Ziel:

Ziel: Gegeben eine beliebige statische Stromverteilung f, berechne das resul-
tierende (statische) Magnetfeld B.

Das Vektorfeld B ist das magnetische Analogon zum elektrischen Feld E. Der
Zusammenhang zwischen Kra_ft und B-Feld ist jedoch komplizierter als der zwis-
chen (Coulomb-) Kraft und E-Feld. Er wird durch die Lorentzkraft hergestellt

ﬁzq(ﬁxé), (8)

wobei ¢ die Ladung eines Testteilchens bezeichnet und ¢’ dessen Geschwindigkeit.
Man beachte, dass diese Kraft nur auf bewegte Testladungen (7 # 0) wirkt.
Somit ist der Begriff Magnetostatik sogar auf doppelte Weise irrefithrend: man
ermittelt die von bewegten Ladungen (Stromen) erzeugte Kraft auf bewegte
Testladungen.

Ahnlich wie in der Elektrostatik gibt es auch in der Magnetostatik 2 Grund-
gleichungen:

divB = 0, (9)
rotB = poj. (10)

e Die erste Gleichung ist erneut homogen. Sie ist die mathematische For-
mulierung folgender Tatsache: Es gibt keine magnetischen Monopole.
Somit kénnen die magnetischen Feldlinien nicht bei positiven magnetis-
chen Monopolen beginnen und bei Negativen enden (magnetische Ele-
mentarladungen scheint es nicht zu geben!) und miissen somit in sich
geschlossen sein. Mathematisch gesehen ist (9) erneut eine wichtige Randbe-
dingung, welche die Anzahl moglicher B-Felder stark einschrinkt.



e Die zweite Gleichung ist inhomogen und verkniipft das gesuchte B-Feld
mit der tatséchlichen statischen Ladungsverteilung ; Dabei ist die mag-
netische Feldkonstante jg = 47 x 107" N/A? erneut eine empirisch bes-
timmte Naturkonstante. Wie ihr elektrisches Analogon (3) ist Gleichung
(10) extrem flexibel und vielseitig einsetzbar. Man kann sie zum Beispiel
iiber eine beliebige kompakte 2-dimensionale Fliche A C R? mit Rand A
integrieren. Der Satz von Stokes impliziert dann:

wol = //uofdgz//rotgdg
A A
= / Bds,

0A

wobei der letzte Ausdruck das Wegintegral von B iiber die Kurve §A
(der Rand einer 2D-Fliche kann als Kurve aufgefasst und parametrisiert
werden) bezeichnet. Diese Form der Gleichung (10) ist mathematisch
viel robuster als ihr differentielles Analogon. Aufserdem kann die Fléche
A beliebig gew#hlt und somit der Geometrie und Symmetrie konkreter
Aufgabenstellungen angepasst werden.

Eine Alternative zu Gleichung (10), stellt das Biot-Savart-Gesetz dar. Dieses

besagt, dass das Magnetfeld B in einem beliebigen Punkt 7 € R? gegeben ist
durch

By =t ///j(f') « T qytdyds (11)
4 |7 — 7] ’
R3
wobei 7 = (2,4, ') die dreidimensionale Integrationsvariable bezeichnet. Gle-
ichung (11) ist besonders praktisch, falls man das Magnetfeld B nicht global
bestimmen will, sondern nur am Feld in einzelnen Punkten interessiert ist.
Fiir einfache Stromgeometrien ermoglicht es oftmals auch betréchtliche Vere-
infachungen, da das Kreuzprodukt in (11) oftmals verschwindet.
Allerdings ist das Biot-Savart-Gesetz kein unabhéngiges Gesetz, sondern
kann im Gegenteil aus (9) und (10) hergeleitet werden. Wir wollen darauf
allerdings nicht weiter eingehen.

2.1 Paradebeispiele fiir magnetische Stromverteilungen
In diesem Abschnitt wollen wir den Umgang mit Gleichungen (9) und (10)
anhand zweier einfacher und wichtiger Stromverteilungen iiben.

2.1.1 Magnetfeld eines unendlich langen Drahtes

In diesem Beispiel betrachten wir erneut einen unendlich langen (unendlich
diinnen) geraden Draht. Dieser soll von einem statischen homogenen Strom
I durchflossen werden. Wir kénnen unser Koordinatensystem so wéhlen, dass

10
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Figure 2: Schematische Darstellung der magnetischen Feldlinien des unendlich
langen Drahtes. Symmetrie des Problems und Gleichung (9) verlangen, dass
das B-Feld entlang derartiger Kreise konstant und tangential liegt.

dieser Draht entlang der z-Achse verlduft und der Strom in positive z-Richtung
fliefst. Diese Geometrie ist vollstdndig zylindersymmetrisch und dhnlich wie in
Beispiel 1.1.2 kénnen wir daraus folgern, dass das resultierende Magnetfeld Bim
Punkt (z,y, z) nur vom Normalabstand r; = y/22 + y? des Punktes zum Draht
abhéngen kann und insbesondere unabhingig von z sein muss. Deshalb kénnen
wir uns getrost auf die xy-Ebene beschranken. Aufgrund der Zylindersymme-
trie ist es zudem von Vorteil als Integrationsfliche A eine beliebige Kreisscheibe
mit Radius r in der zy-Ebene um den Ursprung zu wahlen. Dann gilt ndmlich

‘E (F)’ = B(r) = const V7 € DA. Gleichung (9) sagt uns zudem, dass B quel-

lenfrei sein muss. Das bedeutet insbesondere, dass B in 04 tangential auf die
Kreiskurve stehen muss:

. —sin (t)
By()=r Coz(t) » (12)

wobei 4 (t) den Tangentialvektor an die Kreiskurve
cos (t)

F(t)=r| sin(?)
0

11



(mit |7 ()| = r) zum Zeitpunkt ¢ € [0, 27] bezeichnet. Somit erhalten wir mit
der integralen Form von (10) iiber die Kreisscheibe A

pol = // pojdA = / Bds

A

t)dt

)| rdt = ()r/dt

0

A
2w
O/
7 2
0
B

= (r) 27r,
wo wir B (r ‘B eingefiihrt haben. Die dritte Zeile folgt mit B || 7 (¢) und
‘f_y' (t)| = r. Damit kennen wir aber die Stérke
pol
B(r)= 22
) 27y’

des B-Feldes und dank (12) kennen wir zyden seine Richtung:

>3 pol -
By = 2lsn
_oml [
27 (22 4+ y?)

wobei wir z = r cos (t) und y = rsin (¢) (Polarkoordinaten) verwendet haben.

2.1.2 Magnetfeld einer kreisrunden Leiterschleife

Hier wollen wir das Magnetfeld einer kreisrunden Leiterschleife mit Radius R im
Kreismittelpunkt — und nur dort — bestimmen. Dabei nehmen wir an, dass der
Strom gegen den Uhrzeigersinn fliefe. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
wahlen wir unser Koordinatensystem so, dass dieser Kreis in der xy-Ebene mit
Mittelpunkt im Ursprung liegt. Somit kénnen wir den Draht durch folgende
Kreiskurve
cos (t)
F(t)=R| sin(?)
0

mit ¢ € [0, 27r] parametrisieren. Fiir den Strom gilt dementsprechend =15 (t).
Da wir zudem lediglich am Magnetfeld im Ursprung (7 = 0) interessiert sind,
ist es vorteilhaft das Biot-Savart-Gesetz zu verwenden. Fiir unsere Geometrie
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gilt ¥ = 0, sowie ¥ = 7 (¢) und somit |¥ — | = | ()| = R. Diese Werte kénnen
wir in Gleichung (11) einsetzen und erhalten

= Ho - -7
B(r) = E///j (7) x |F_7_1,,|da:’dy'dz'
R3
I 2m _’( )
Ho 5 v (¢
= t) x ———=dt
el ROPE
0
27 3
7 — sin (¢) — cos (t)
= ZL/ cos (t) x | —sin(t) |dt
el 0 0
27 0
I
= fi / 0 dt
T 4 sin? (t) + cos? ()
0 27
pol /
= —1 0 dt
4R
L /%
_ pol
- 2R

Hier haben wir verwendet, dass es nur entlang des Kreises mit Radius R eine
nichtverschwindende Stromdiche gibt. Mit unserer Parametrisierung kénnen
wir das Volumenintegral ([, dz’dy’dz’" durch das viel simplere Integral fozﬂ dt
ersetzen.

Das Magnetfeld einer einfachen Kreisschleife ist praktisch von grofer Bedeu-
tung — sie ist das Paradebeispiel eines magnetischen Dipols.

2.2 Das magnetische Vektorpotential

Die beiden Gleichungen (9) und (10) erlauben uns prinzipiell Magnetfelder be-
liebiger statischer Stréme zu berechnen. Dabei kommt Gleichung (9) wieder
die Bedeutung einer Randbedingung zu. Ahnlich wie beim elektrischen Poten-
tial, konnen wir sie aber auch durch einen cleveren Ansatz absorbieren. Aus-
gangspunkt fiir einen derartigen mathematischen Trick ist die Formel

div (rot/f(x,y, Z)) =0 VY(r,y,2)€R?

welche fiir beliebige Vektorfelder A gilt. Somit ist es sinnvoll das Vektorpotential
A des Magnetfeldes B iiber . .
B =rotA (13)

zu definieren. Ein derartiges Magnetfeld erfiillt Gleichung (9) per Konstruktion
und fiir (10) erhalten wir

Moj = rotB = rot (rot/f)
VdivA — A4,
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wobei wir eine weitere bekannte Vektoridentitdt verwendet haben. Die Ein-
fiihrung eines Vektorpotentials A hat es uns somit tatsdchlich erlaubt beide
Grundgleichungen der Magnetostatik auf eine Gleichung

poj = VdivA — AA (14)

zurlickzufiihren. Tatséchlich ist der Ansatz (13) allgemein giiltig (er ist nicht
nur hinreichend, sondern auch notwendig), was wir hier aber nicht zeigen wollen.

Genauso wie das elektrische Potential ¢ ist das Vektorpotential A also nichts
anderes als ein netter mathematischer Trick. Im Gegensatz zum elektrischen
Potential, welches eine wichtige physikalische Interpretation hat, ist das Vek-
torpotential A auch einfach als solcher zu interpretieren. In der klassischen
Physik hat das Vektorpotential tatséchlich keine direkte physikalische Bedeu-
tung. Es gibt jedoch durchaus physikalische Phdnomene — zum Beispiel der
Aharonov-Bohm-Effekt — welche durch Magnetfelder allein nicht hinreichend
erklért werden konnen und wofiir man das Vektorpotential A braucht.

3 Elektrodynamik: Felder bewegter Ladungen und
variabler Strome

In den ersten beiden Kapitel haben wir uns der Elektrostatik und der Mag-
netostatik gewidmet. Diese beiden Disziplinen sind auf den ersten Blick véllig
unabhéngig voneinander. Dies ist aber nur deshalb so, weil wir uns auf statische
Ladungsverteilungen (Elektrostatik) und zeitlich konstante Strome (Magneto-
statik) beschrankt haben.

Betrachtet man jedoch den allgemeineren und realistischeren Fall beweglicher
Ladungstréager und variabler Strome, sieht das allerdings ganz anders aus. Tat-
séchlich sind elektrische und magnetische Felder nichts anderes als 2 Seiten der-
selben Medaille und somit sehr stark verkniipft. Historisch gesehen geht dieser
Erkenntnis auf fiihrende Experimentalphysiker des frithen 19 Jahrhunderts

3.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Der wichtigste Zusammenhang zwischen elektrischen Stromen und Magnetfeldern
wurde 1831 empirisch von Michael Faraday, Joseph Henry und Hans Christian
Oersted (jeweils unabhéngig voneinander) gefunden. Heute triagt es Faraday’s
Namen und besagt
- 0B
th = ——. 15
o 5t (15)
Diese differentielle Gleichung verkniipft die zeitliche Anderung eines Magnetfelds
mit einem dadurch induzierten elektrischen Feld — daher der Name. Genau wie
die Grundgleichungen der Elektro- und Magnetostatik ist dieses Gesetz extrem
flexibel und universell anwendbar. Um das zu zeigen, wollen wir (15) iiber
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eine beliebige kompakte 2D-Fliche A integrieren. Die Grundgleichungen der
Vektoranalysis implizieren dann

B o [« -
A A
= /Ed§,

0A

wobei der letzte Ausdruck ein Wegintegral entlang des Randes 0 A der Flache A
bezeichnet. Fiir den konkreten Fall einer Flache, dessen Rand durch einen leit-
enden Draht beschrieben wird, ergibt sich folgende physikalische Interpretation
dieses Linienintegrals. Wenn wir uns an Formel (7) erinnern (E = —V¢), dann
kénnen wir diesen Ausdruck mit einer induzierten Spannung identifizieren. In
der Tat gilt fiir zwei beliebige auf der Leiterschleife 0A sitzende benachbarte
Punkte fl und .fg

Uina = ¢(fl)—¢(52)=/ﬁd§=/ﬁd§
& SA

wobei wir hier die Unabhéngigkeit eines Wegintegrals iiber E vom expliziten
Weg (das elektrische Feld ist konservativ) verwendet haben. Damit erhalten
wir die bekannte und intuitiv zugéngliche Formel

0 d
Uina = at(bg (A) = dt(I)g (4), (16)
welche fiir beliebige (geschlossene) Leiterschleifen mit umschlossener Fliche A
gilt. Dabei haben wir verwendet, dass der Fluss ® 5 (A) nur von ¢ abhéngt und
somit partielle und gewdhnliche Ableitungen iibereinstimmen. In Worten: An-
dert sich der magnetische Fluss durch eine Leiterschleife, so wird in dieser eine
Spannung induziert. Die Stérke dieser Spannung ist proportional zur Flussén-
derung und durch (16) gegeben.
Dieser Zusammenhang bildet die Grundlage fiir Stromgeneratoren und Elek-
tromotoren zugleich. Es muss daher wohl nicht weiter erwdhnt werden, wie
wichtig diese Erkenntnis fiir unsere moderne digitale Welt ist.

3.1.1 Beispiel: Generator/Elektromotor

In diesem Beispiel wollen wir einen einfachen Generator untersuchen, Abbil-
dung 3. Dieser bestehe aus einem homogenen Magnetfeld der Stirke By in
xz-Richtung. In diesem Feld befindet sich eine entlang der y-Achse drehbare
Leiterspule mit Fliche A, an deren Ende sich Kontakte befinden um etwaige
induzierte Spannung Uj,q abzugreifen. Dreht sich diese Leiterschleife nun auf-
grund einer externen mechanischen Kraft, dann veréndert sich der magnetische
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Figure 3: Schematischer Aufbau eines Generators.

Fluss durch A periodisch. Konkret gilt fiir eine Drehbewegung mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w:

D5(A) () = //édﬁ://éﬁd/x

A A
1 cos (wt)
= // Byl O ) 0 dzdz
ot 0 sin (wt)
= Bycos (wt) // dA
A
= ABgcos (wt).

Hier haben wir beniitzt, dass der Normalenvektor einer Drehbewegung um die
z-Achse 0.B.d.A. durch 7 () = (cos (wt) , 0, sin (wt))” gegeben ist. Somit erhal-
ten wir einen periodischen Fluss durch die Leiterschleife, welcher aufgrund des
Induktionsgesetzes eine Spannung

9 .
Uina = *a(Dg(A):*q)é(t)

= —wABysin (wt).

Offenbar produziert unser Generator Wechselspannung mit Amplitude wABy
und Frequenz w. Das ist allerdings erst der Anfang.

Unser Generator erzeugt Spannung (potentielle Energie) und wenn wir diese
niitzen wollen, miissen wir die beiden Ausginge mit einem beliebigen Stromkreis
schliefen. In diesem kann Uj,q dann fiir unsere Zwecke konsumiert werden.
Das Prinzip der Energieerhaltung verlangt aber, dass diese Energie zunéchst
aufgewendet werden muss — und zwar von mechanischer Arbeit, welche aufgewen-
det werden muss um die konstante Drehbewegung aufrechtzuerhalten.

Mithilfe der Lenz’schen Regel lésst sich dieses Phénomen folgendermafsen
erklaren: Wird der Stromkreis in der Leiterschleife geschlossen, beginnt ein
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Strom proportional zu Uj,q zu flieken. Dieser erzeugt seinerseits ein Magnet-
feld, welchese dem externen Magnetfeld entgegengerichtet ist. Diese beiden
Felder stoflen sich gegenseitig ab und fithren so zu einer der Drehbewegung ent-
gegengesetzten Kraft (Alternativ kann diese entgegenwirkende Kraft {iber auf
den Stromfluss wirkende Lorentzkraft hergeleitet werden). Um die konstante
Drehbewegung aufrechtzuerhalten muss daher mechanische Arbeit zugefiihrt
werden um diese Gegenkraft zu kompensieren — das ist das Generatorprinzip:
Mechanische Arbeit (Leistung) wird in elektrische Energie (Leistung) umgewan-
delt.

Nun koénnnen wir aber den Apparat umdrehen. Anstatt mechanische Ar-
beit zuzufiihren, kénnen wir auch eine Wechselspannung U an die Leiterschleife
anlegen. Dieser erzeugt — wie zuvor — eine der vorigen Drehbewegung entge-
gengesetzte Kraft. Da diese anfingliche Drehbewegung jetzt jedoch fehlt, fiihrt
diese Kraft dazu, dass sich die Leiterschleife (in die zu oben entgegengesetzte
Richtung) dreht — das ist das Elektromotorprinzip: Elektrische Energie (Leis-
tung) wird in mechanische Arbeit (Leistung) umgewandelt.

Fazit: Generatoren und Elektromotoren sind vom Aufbau her identisch.

3.1.2 Beispiel: Selbstinduktion in einem Koaxialkabel

In dieser Aufgabe widmen wir uns einem weiteren interessanten Phénomen —
der Selbstinduktion. Wird ein Stromkreis von einem zeitlich variierenden Strom
I (t) durchflossen, so entsteht ein zeitabhingiges Magnetfeld B (I(t)) welches
wiederum zu einem zeitabhéngigen Magnetfluss durch die vom Stromkreis aufges-
pannte Flache fiihren kann. Das Faraday’sche Induktionsgesetz besagt dann,
dass dies zu einer zusétzlichen induzierten Spannung im Stromkreis fiithrt. Es
findet also eine interessante Riickkopplung statt. Diese Riickkoppelung wollen
wir anhand eines Koaxialkabels besser verstehen.

Fin derartiges Kabel habe die Lange [ und bestehe aus zwei zylinderférmigen
Hohlleitern mit Radien 71 und ro, welche ineinander verschachtelt sind (r; < r3).
Diese beiden Hohleitern seien am oberen und unteren Ende durch einen Draht
verbunden. Somit entsteht ein geschlossener Stromkreis durch den wir nun einen
zeitabhéngigen Strom I (¢) schicken. Diesen Stromkreis kénnen wir als flach und
rechteckig annehmen. Seine Seiten bestehen aus den beiden Dréahten der Linge
ro —r1 und jeweils einem (Linien-) Teilstiick des &ufteren und inneren Hohleiters
mit Linge [. Diese Leiterschleife ist von grofer Bedeutung. Tatséchlich ist es
wohlbekannt, dass fliefender Strom im Inneren des Koaxialkabels (zwischen den
Hohlzylindern) ein magnetisches Feld

B pol (t) Y
2 (22 + y?)

erzeugt (vgl. dazu Beispiel 2.1.1). Dabei haben wir angenommen, dass das
Koaxialkabel entlang der z-Achse verlduft. Aufserdem wurden die Randeffekte
am Ende des Koaxialkabels vernachliassigt. Aufgrund der Rotationssymmetrie
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des Problems kénnen wir uns auf die zz-Ebene beschrianken (d.h. y = 0), wo
gilt

- I(t

B=Ho (t)

2rx 0

Unsere Leiterschleife liegt dann ebenfalls in der zy-Ebene und hat somit den
konstanten Fliichennormalenvektor 7 = (0,1,0)". Insbesondere gilt daher B || 7
und wir kénnen den magnetischen Fluss durch die von der Leiterschleife aufges-
pannte Fliache A leicht berechnen:

l T2

54 = //éd/f:/dz dx%;t)
A

0 r1

2 1

Mithilfe des makroskopischen Faradayschen Induktionsgesetzes folgern wir nun

L0

0
Una = _&(I)B‘(t) (A)
_ 9 pol ()1 2
o ot 2w log 1
_ ol (12 9L
n 27 log (Tl) ot

Fiir zeitlich variable Strome I (¢) findet also tatséchlich Selbstinduktion statt.
Diese ist proportional zur Veranderung des Flusses und diesem entgegengerichtet.
Dadurch wird die urspriingliche Anderungsrate des Stromflusses gebremst (Damp-
fung).

3.2 Der Maxwell’sche Verschiebungsstrom

In diesem Kapitel wollen wir uns dem zweiten (und letzten) wichtigen Meilen-
stein der Elektrodynamik widmen. Im Gegensatz zum Faraday’schen Induk-
tionsgesetz und den Gesetzen der Elektro- und Magnetostatik, wurde dieser
nicht durch experimentelle Studien (Empirismus) gefunden, sondern durch the-
oretische Deduktion. Es war James Clerk Maxwell, welcher erkannte, dass das
Ampere’sche Gesetz der Magnetostatik (10) nicht stimmen kann. Er postulierte,
dass nicht nur Strome, sondern auch zeitlich variable elektrische Felder ein re-
sultierendes Magnetfeld hervorrufen kénnen. Konkret korrigierte er (10) zu

— - OF
rotB = poj + po€o—, (17)

ot '
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Der zweite Ausdruck ist als Maxwell’scher Verschiebungsstrom bekannt. Obwohl
es sich dabei um keinen Strom im eigentlichen Sinn handelt, verhélt er sich vollig
analog.

3.3 Die Maxwell-Gleichungen

Nun sind wir in der Lage die 4 Grundgleichungen der Elektrodynamik kompakt
zu formulieren:

divE = 2 (Gauss’sches Gesetz),
€0

N o oFr
rotB = poj + poco— (Ampere’sches Gesetz),

ot
divB =0 (keine magn. Monopole),
- 0B .
rotF = 5 (Faraday’sche Induktion).

Diese 4 Gleichungen — und ihre Verallgemeinerungen fiir Elektrodynamik in Ma-
terie — sind die Grundpfeiler der Elektrodynamik — dem vielleicht vollstédndig-
sten und bestverstandensten Theoriegebilde der Physik. Aufierdem fufsen die
wichtigsten Errungenschaften des 20 Jahrhunderts — die Relativititdtstheorie
und die Quantenmechanik — in dieser Wissenschaft. Erstere entstand aus der ku-
riosen Tatsache, dass die 4 obigen Gleichungen eine konstante Lichtgeschwindigkeit
implizieren. Dies ist jedoch mit der Galileisymmetrie der klassischen Mechanik
nicht vereinbar, wo Geschwindigkeiten stets additiv sind und somit beliebig groft
werden kénnen. Anstatt wie fast alle seiner Zeitgenossen diese Anomalie auf ein
dubioses ruhendes Lichtmedium — den Ather — zu schieben, drehte Einstein den
Spiefs um und verwendete die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit als ein Grund-
postulat fiir seine spezielle Relativitatstheorie.

Die Quantenmechanik wurde von Max Planck begriindet, der versuchte
die Ultraviolettkatastrophe im Emissionspektrum schwarzer Strahler zu 16sen.
Dabei erkannte er, dass Energie nicht kontinuierlich ist, sondern in kleinen
diskreten Paketen (von der Gréfe des Planck’schen Wirkumsquantums h) kommt.
Diese “Quantisierung von Energie” fiihrte im weiteren Verlauf zur Theorie der
Quanten (Quantenmechanik).

3.3.1 Die Kontinuititsgleichung

Zum Abschluss wollen wir die Maxwell-Gleichungen dazu verwenden eine weitere
grundlegende Gleichung herzuleiten - die Kontinuitétsgleichung. Diese besagt

- Op
divi+ — =0 18
i+ 5 (18)
und entspricht salopp gesprochen folgender Regel gesunden Menschenverstands:
Wenn die Ladungsdichte in einem Volumen zunimmt, dann muss diese zusét-

zliche Ladung durch Strome in selbiges Volumen getragen werden.
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Interessanterweise ist dieses grundlogische Gesetz weniger fundamental als
die Maxwell-Gleichungen und folgt sogar aus ihnen. Um das zu zeigen, starten
wir zundchst mit dem Ampere’schen Gesetz und nehmen die Divergenz davon:

0 = div (roté) = uodivar uO%eodivﬁ

- o p
= d. 1
podivy + MoatEOEO

= Mo (le;—i_ gﬁ) )

wobei wir das Gauss’sche Gesetz und die Tatsache, dass div und % vertauscht
werden kénnen, verwendet haben. Division durch pg liefert nun das gewiinschte
Resultat.

Allerdings miissen wir gestehen, dass wir hier gewissermafen Geschichtsre-
vision betrieben haben. Tatsdchlich war es ndmlich die Kontinuitédtsgleichung,
welche James Clerk Maxwell iiberhaupt erst auf seinen Verschiebungsstrom ge-
bracht hat.
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